ALTE UND NEUE FRAGEN DER PHYSIK")
ERSTER VORTRAG
Uber die Entwicklung unserer Vorstellungen vom Ather

Bei den alteren Physikern war iber die Auffassung des Athers
kein Zweifel; er wurde als eine Art gewohnlicher Materie ange-
sehen, von dieser nur verschieden durch die Werte seiner physi-
kalischen Konstanten, z.B. Elastizitdt und Dichte, und es galt
als ausgemacht, dass sich alle Vorgange in ihm nach den Gesetzen
der Mechanik erklaren lassen mussten. Ein Vertreter dieses Stand-
punktes ist Huygens, der die grosse Fortpflanzungsgeschwindig-
keit des Lichtes auf die Grosse der elastischen Kréfte der Ather-
atome zuriickfuhrt; Newton konnte sich das Eindringen der
Warmestrahlen in evakuierte Gefasse nur durch das Vorhanden-
sein eines materiellen Mediums erklaren. Auch Fresner fusst
noch ganz auf dieser Anschauung; durch seine Interferenzver-
suche mit polarisiertem Licht, welche die Transversalitat der
Lichtschwingungen bewiesen, wurde er aber gezwungen, die bis
dahin anerkannte Vorstellung eines flissigen Athers (Fluidum-
Theorie) durch die kiihne Hypothese eines festen elastischen
Athers zu ersetzen. Die Frage nach der Existenz longitudinaler
Schwingungen ist auch spater noch aufgetaucht; Rentgen z0g
die Mdoglichkeit in Betracht, seine ~-Strahlen auf diese Weise zu
erklaren, eine Vermutung, die nach den Geschwindigkeitsmes-
sungen dieser Strahlen durch Marx und den Beobachtungen tiber
ihre Polarisation und die der Sekundérstrahlen durch Barkla,
Haga u.a. sich als unhaltbar erwiesen hat.

Auf die Entwicklung der Lehre vom mechanischen Lichtather,*)

*) Wolfskehlvortrage von 24 bis 29 Oktober 1910. Das von Lorbntz durchge-
sehene Referat ist von M. Born verfaszt worden. Phys. Zeitschrift. 11, 123 |
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an der Manner wie F. E. Neumann, Green, Cauchy, Kirchhoff
u.a. hervorragenden Anteil hatten, geht Lorentz nicht néher
ein, sondern wendet sich zu der Lichttheorie von Mac Cullagh,
die als Vorlauferin der elektromagnetischen Theorie anzusehen
ist. Nach Mac Cullagh hangt die potentielle Energie U des
Athers nicht von den Verzerrungen, sondern von den Verdrehun-
gen u der Volumelemente des Athers ab, die mit den Verschiebun-
gen ¢ durch die Vektorformel

u=\rotq

Zusammenhéngen; es ist fiir ein kristallinisches Medium allge-
mein zu setzen (pro Volumeinheit)

U~T1(&uw@+ ... +2kRu*u + ....)
und flr isotrope Korper

U=\kuz
die kinetische Energie betragt

wo | die Dichte bedeutet.

Mit der Aufstellung der elektromagnetischen Lichttheorie ist die
Frage nach der Natur des Athers in eine neue Phase getreten,
daer jetzt nicht nur als Trager der schnellen Lichtwellen, sondern
auch der statischen und langsam verénderlichen Felder erscheint.
Die Grundgleichungen der Maxwellschen Theorie des reinen Athers
verknipfen die elektrische Feldstarke (5 mit der magnetischen §
folgendermassen:

rotg=- @,
c

roto=—-§,

(c = Lichtgeschwindigkeit).

Handelt es sich um die mechanische Erklarung der hierdurch
dargestellten elektromagnetischen Erscheinungen tiberhaupt, so
wird man diese Relationen etwa mit den Mac CuLLAGHSchen in
Beziehung zu bringen suchen. Aus den oben angegebenen For-
meln von Mac Cullagh ergeben sich fiir den isotropen Ather
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mit Hilfe des HAMILTONschen Prinzips folgende Beziehungen:

rotq = 24,
rotu = 2L,

Fortpflanzungsgeschwindigkeit

Man kann diese mit den MAXWELLschen Gleichungen auf zwei
Arten zur Ubereinstimmung bringen, indem man setzt (v Kon-
stante)

=vq, (E = 2vcu,
oder
© = vq, = — 2vcu.

Diesen beiden Ansatzen entsprechen zwei mechanische Deutun-
gen der electromagnetischen Vorgénge: Man kann die elektrische
Kraft als Geschwindigkeit einer Atherstromung in der Richtung
der Kraftlinien ansehen und die magnetische Kraft als Drehung
der Volumelemente um die Kraftlinien (wo dann die elektrisch
Energie als kinetische, die magnetische als potentielle aufzu-
fassen ist) — oder umgekehrt. Beide Bilder sind zuldssig und
gleichberechtigt, wenn es sich um ein Lichtbiindel handelt, aber
beide fiihren zu grossen Schwierigkeiten, sobald man sie auf sta-
tische Zustédnde anzuwenden versucht. So erfordert z.B. in dem
ersten Bilde die Beschreibung des elektrostatischen Feldes einer
geladenen Kugel die Annahme, dass der Ather fortwéhrend aus
der Kugel aus- oder in sie einstromt, entsteht oder verschwindet,
in dem zweiten Bilde aber hat man in diesem einfachen Fall Rota-
tionen der Volumelemente anzunehmen, die mathematisch un
moglich sind. Witte hat gezeigt, dass Uberhaupt jede mechani-
sche Erklarung, in der man den Ather als ein Kontinuum voraus
setzt, als ausgeschlossen zu betrachten ist. Allerdings ist e"ne
solche Erklarung denkbar, wenn man den Ather aus dis e en
Telichen gebildet annimmt. " ,
Von grosser Bedeutung ist der Umstand, dass der er

vollkommen durchdringlich angesehen werden muss, enn es
muss als erwiesen gelten, dass die Lichtfortpflanzung urc
die Bewegung der Himmelskorper nicht merklich beein uss |
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der Ather von ihnen nicht mitgefiihrt wird. Diese von Fresnel
aufgestellte Hypothese des ruhenden Athers bildet auch das Fun-
dament der Elektronentheorie, wie sie von Wiechert, Larmor und
Lorentz ausgebildet worden ist. Ihre Grundgleichungen lauten

divb = p,
divf) = o,

rotf) = : S+ pt>),

roth=— -i);
c

hier bedeuten b die dielektrische Verschiebung, f) die magnetische
Kraft, p die Ladungsdichte und 6 die Geschwindigkeit der Ladung;
b, der MAXWELLsche Verschiebungsstrom, und pt), der Konvek-
tionsstrom, setzen den gesamten elektrischen Strom zusammen.
Dazu kommt die Relation, welche die auf die Ladungen (Elek-
tronen) ausgetibte mechanische Kraft angibt, und zwar ist diese
fir die Einheit der Ladung

f=b + -[b-H].
c

Aus diesen Grundgleichungen l&sst sich ein dem Hamirtonsc/™w
Prinzip sehr analoger Satz ableiten. Erteilt man nédmlich den
Ladungen virtuelle Verschiebungen und variiert gleichzeitig
den Vektor b, derart, dass die erste Grundgleichung bestehen
bleibt, so kommt man zu der Vorstellung eines variierten elektro-
magnetischen Vorganges, und es giit, wenn man fir diesen die
magnetische Energie in sachgemdsser Weise bestimmt,

J{S(T—U)—SE}dt = 0,

h
wobei BT, BU die Variationen der magnetischen und elektrischen
Energie, BE die virtuelle Arbeit der Feldkréfte bei der Verriickung
der Ladungen bedeuten und alle Variationen zu den Zeiten tv t2
verschwinden.

Diese Formel, die sich mit der entsprechenden der Mechanik
noch besser in Einklang bringen lasst durch Einfiihrung der Ar-
beit SA = —BE der auf die Ladungen wirkenden &dusseren
Kréfte, die, wenn mit den Ladungen keine materielle Masse ver-
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bunden ist, den Feldkréaften das Gleichgewicht halten miissen,
legt den Versuch der Konstruktion mechanischer Modelle der
elektromagnetischen Vorgénge sehr nahe. Man denke sich etwa
den Ather als unbewegliches Geriist und darin die (positive) Elek-
trizitat als ein Fluidum, das aus zwei Telien besteht. Der eine Teil
ist an feste Gleichgewichtslagen durch ,,quasi-elastische” Kréafte
gefesselt; die Verschiebungen aus den Gleichgewichtslagen wer-
den durch den Vektor b beschrieben und die elektrische Energie
ist £ b2 pro Volumeinheit. Den zweiten Tel biiden die eigent-
lichen elektrischen Ladungen. Beide Telle zusammen konstituie-
ren eine inkompressible Flussigkeit; danach ist der durch die Be-
wegung des Fluidums gebildete elektrische Strom solenoidal ver-
teilt. Um auch das magnetische Feld in dieses Bild einzubeziehen,
kann man mit Maxwell die Drehungen um die magnetischen
Kraftlinien durch kleine R&der (und Zwischenréder) realisiert
denken; der kinetischen Energie der Rader entspricht dann die
magnetische Energie £ f)2, und die Rolle der Zwischenréder hat
das genannte, aus diskreten Teilchen bestehende Fluidum zu
tbernehmen. Ein solches Modell genligt in der Tat jenen Grund-
gleichungen der Elektronentheorie, aber es bietet einem voll-
standigeren Verstandnis der elektrischen Erscheinungen ausser-
ordentliche Schwierigkeiten. Schon die Deutung der negativen
Ladungen, noch viel mehr aber die Berlicksichtigung der ponde-
rabelen Materie macht notwendigerweise das mechanische Modell
&usserst verwickelt.

Diesem Tatbestande gegeniber sind zweierlei Standpunkte
mdglich. Entweder begnugt man sich mit dem Bewusstsein der
prinzipiellen Mdglichkeit der mechanischen Erklé&rbarkeit aller
elektromagnetischen Vorgénge, ohne eine ins einzelne gehende
Untersuchnug anzustreben. Oder aber man verzichtet berhaupt
auf jede mechanische Erklarung — eine Auffassung, zu der sich
Lorentz Selbst bekennt. Dabei wird man wohl noch manche
Ausdrucksweise der Mechanik beibehalten mussen, man redet
ja von den auf die Elektronen wirkenden Kraften, aber der
Ather hat Eigenschaften wie Dichte oder Elastizitit vollig ver-
loren. Wenn Lodge aus der Formel fur die elektromagnetische
Masse eines Elektrons (vom Radius R und der Ladung e)

m ~” 6tzcczZR

Lorentz VII 14
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durch Division mit seinem VVolumen, oder auf anderem &hnlichen
Wege, die Dichte des Athers berechnet (das Resultat ist ungefahr
5-1010), so hat das von diesem Standpunkt aus ebensowenig
Sinn wie die Kraftlinien J. J. Thomsons, die den Ather gleichsam
greifen und mitfiihren. Dennoch behalten solche Veranschau-
lichungen und auch mechanische Analogien und Bilder, wie die
von Bjerknes und Korn ersonnenen, in den Handen der For-
scher den grossten heuristischen Wert.

Hat es danach tiberhaupt noch einen Sinnvom Ather zu reden?
Schliesslich ist ihm nur noch soviel Substantialitiat geblieben,
dass man durch ihn ein Koordinatensystem festlegen kann.

Selbst dieser letzte Rest der Substantialitat wird durch das
Relativitats'prinzi'p angegriffen, von dem der néchste Vortrag
handeln soll.

Zweiter Vortrag

Das Einsteinsche Relativitatsftrinzip hier in Gottingen zu be-
sprechen, wo Minkowski gewirkt hat, erscheint mir eine beson-
ders willkommene Aufgabe.

Man kann die Bedeutung dieses Prinzips von verschiedenen
Gesichtspunkten beleuchten. Von der mathematischen Seite der
Frage, die durch Minkowski eine so glanzende Darstellung gefun-
den hat und von Abraham, Sommerfeld u. a. Weiter ausgebaut
worden ist, soll hier nicht die Rede sein. Vielmehr sollen nach
einigen erkenntnistheoretischen Betrachtungen Uber die Begriffe
von Raum und Zeit diejenigen physikalischen Erscheinungen
erOrtert werden, die zu einer experimentellen Priifung des Prin-
zips beitragen konnten.

Das Relativitatsprinzip behauptet folgendes: Wenn eine phy-
sikalische Erscheinung im Bezugssystem X, y, z, t durch gewisse
Gleichungen beschrieben wird, so wird es auch eine Erscheinung
geben, die sich in einem andern Bezugssystem x', y*t ', t' durch
dieselben Gleichungen beschreiben lasst. Dabei hangen beide Be-
zugssysteme durch Beziehungen zusammen, in denen die Lichtge-
schwindigkeit ¢ vorkommt und die ausdriicken, dass das eine
System sich relativ zum andern mit gleichférmiger Geschwindig-
keit bewegt.

Befindet sich der Beobachter A in dem ersten, B in dem zwei-
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ten Bezugssystem, und verfiigt jeder iber Maszstébe und Uhren,
die in seinem System ruhen, so wird A die Werte von x, vy, z, t,
B aber die Werte von x', y', z', t' messen, wobei zu bemerken ist,
dass A und B sich auch ein und desselben Maszstabs und ein und
derselben Uhr bedienen kénnen. Wir miissen annehmen, dass,
wenn Maszstab und Uhr von dem ersten Beobachter irgendwie
dem zweiten in die Hande gespielt werden, sie dabei von selbst
die richtige Lange bezw. den richtigen Gang annehmen, derart,
dass B aus seinen Messungen die Werte von x', y', z', f herausbe-
kommt. Beide werden nun flr die Lichtgeschwindigkeit den
gleichen Wert finden und berhaupt die gleichen Beobachtungen
machen konnen.

Gesetzt, es gabe einen Ather; dann ware unter allen Systemen
X, Y, z, teines dadurch ausgezeichnet, dass die Koordinatenachsen,
sowie die Uhr im Ather ruhen. Verbindet man hiermit die Vor-
stellung (die auch Lorentz nur ungern aufgeben wirde), dass
Raum und Zeit etwas vollig Verschiedenes seien und dass es eine
»,wahre Zeit” gebe (die Gleichzeitigkeit wiirde dann unabhéangig
vom Orte bestehen, entsprechend dem Umstande, dass uns die
Vorstellung unendlich grosser Geschwindigkeiten moglich ist), so
sient man leicht, dass diese wahre Zeit eben von Uhren, die im
Ather ruhen, angezeigt werden miisste. Wenn nun das Relativitats-
prinzip in der Natur allgemeine Giltigkeit hatte, so wiirde man
allerdings nicht in der Lage sein, festzustellen, ob das grade be-
nitzte Bezugssystem jenes ausgezeichnete ist. Man kommt also
dann zu denselben Resultaten, wie wenn man im Anschluss an
Einstein und Minkowski die Existenz des Athersund der wahren
Zeit leugnet und alle Bezugssysteme als gleichwertig ansieht.
Welcher der beiden Denkweisen man sich anschliessen mag, bleibt
wohl dem einzelnen Uberlassen.

Um die physikalische Seite der Frage zu diskutieren, miissen
wir zundchst die Transformationsformeln aufstellen, wobei wir
uns auf eine spezielle Form beschrénken, in der sie schon im
Jahre 1887 von W. Voigt bei Erérterungen tber das Doppler-
sche Prinzip benutzt worden sind, namlich

X'=x, y =y, z=az—bet, t==at -~z
dabei erfiillen die Konstanten a > 0, b die Relation
a—e2 = |,

I
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welche die ldentitét
X2+ y2+ > —cH* =x2+ y2 + 22—t

zur Folge hat. Der Ursprung des Systems x\ y', z' bewegt sich
gegen das System x, y, z in der *-Richtung mit der Geschwindig-
keit bc/a, die immer kleiner als ¢ ist. Uberhaupt muss jede Ge-
schwindigkeit kleiner als ¢ angenommen werden.

Samtliche Zustandsgrdssen irgendeiner Erscheinung, in dem
einen bezw. dem andern System gemessen, hdngen durch gewisse
Transformationsformeln zusammen. Diese lauten z.B. fur die Ge-
schwindigkeit eines Punktes

wobei

ist.

Wir betrachten weiter ein System von Punkten, deren Ge-
schwindigkeit eine stetige Funktion der Koordinaten ist. Es sei
dS ein den Punkt P(x, y, z) umgebendes Raumelement zur Zeit t;
diesem Werte t und den Koordinaten von P entspricht nach den
Transformationsgleichungen ein Zeitpunkt t' in dem andern Be-
zugssystem, und jeder Punkt, der zur Zeit t in dS liegt, hat fur
diesen festgesetzten Wert von t' bestimmte x*, y\ z\ Die Punkte

>y N erflllen ein Raumelement dS', welches mit dS so zusam-
menhangt:

(0

Denken wir uns mit den Punkten ein Agens (Materie, Elektri-
zitat, etc.) verbunden, und nehmen wir an, dass der Beobachter B
Anlass habe, mit jedem Punkte dieselbe Menge des Agens zu ver-
binden wie der Beobachter A, so missen sich offenbar die Raum-
dichten umgekehrt verhalten wie die VVolumelemente, d.h.

p' = cop.
Alle diese Beziehungen sind reziprok, d.h. man kann die ge-

strichenen und imgestrichenen Buchstaben vertauschen, wenn
man gleichzeitig b durch — b ersetzt.
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Die Grundgleichungen des electromagnetischen Feldes behal-
ten bei der Transformation ihre Gestalt, wenn man folgende
Grossen einfuhrt:

bi = — %0. b',,= ab,, + M)x, b; = b2,

%= + 6b,,, —abx, % =1),,
zwischen diesen, der transformierten Raumdichte p' und der
transformierten Geschwindigkeit U' gelten also im System
X', y', z\ t' die Gleichungen:

divb' = p,
div ) = o,
rotf)' = s (b + pV),

Insoweit genuigen die Feldgleichungen der Elektronentheorie
dem Relativitatsprinzip; es wird sich aber noch darum handeln,
die Bewegungsgleichungen der Elektronen selbst mit dem Prinzip
in Einklang zu bringen.

Wir werden, etwas allgemeiner, die Bewegung eines beliebigen
materiellen Punktes betrachten. Hierbei ist die Einfiihrung des
Begriffs ,,Eigenzeit’, einer schonen Erfindung Minkowskis, von
Nutzen. Danach gehdrt jedem Punkte gewissermassen eine eigene
Zeit zu, die vom gewahlten Bezugssystem unabhéngig ist; ihr
Differential wird definiert durch die Gleichung:

V{\—t)2c2)dt.

Die mit Hilfe der Eigenzeit + gebildeten Ausdriicke

ddx ddy d dz

di: di: * didi:* di di’
lineare homogene Funktionen der gewdhnlichen i@esc”~eun*\UA"
komponenten, bezeichnen wir als Komponentender,, inko
sehen Beschleunigung”. Wir beschreiben die Bewegung e
Punktes durch die Gleichungen:

d dx

= usw.,
M i di
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wo m eine Konstante ist, die wir die ,,MiNKOWSKische Masse”
nennen. Den Vektor $ bezeichnen wir als die ,, MiNKOWSKische
Kraft”,

Es lassen sich dann leicht die Transformationsformeln flir diese

Beschleunigung und Kraft ableiten; m lassen wir ungeandert. So
hat man

C

Das Wesentliche ist nun folgendes. Das Relativitatsprinzip erfor-
dert, dass, wenn bei einer wirklichen Erscheinung die Minkowski-
schen Krafte in bestimmter Weise von den Koordinaten, Ge-
schwindigkeiten etc. im einen Bezugssystem abhéngen, die trans-
formierten MiNKOWSKischen Krafte im andern Bezugssystem in
derselben Weise von den transformierten Koordinaten, Geschwin-
digkeiten etc. abhdngen. Das ist eine besondere Eigenschaft, die
alle Krafte der Natur haben missen, wenn dass Relativitatsprin-
zip gelten soll. Setzen wir das voraus, so kann man die auf be-
wegte Korper wirkenden Krafte berechnen, wenn man sie fir den
Fall der Ruhe kennt. Bewegt sich z.B. ein Elektron von der La-
dung e, so denken wir uns ein Bezugssystem, in dem es momentan
ruht. Dann wirkt auf das Elektron in diesem System die MiN-
KOWSKische Kraft
® = eb;

hieraus folgt durch Anwendung der Transformationsgleichungen
fur $ und b, dass die in einem beliebigen Koordinatensystem auf
das mit der Geschwindigkeit b bewegte Elektron wirkende MiN-
KOWSKische Kraft

ft_fb+H]/c
V(@ —2/c)

betragt. Diese Formel stimmt mit dem gewohnlichen Ansatz der
Elektronentheorie nicht lberein infolge des Auftretens des Nen-
ners. Der Unterschied rihrt daher, dass man gewdhnlich nicht mit
unserer MiNKOWSKischen, sondern der ,,NEWTONschen Kraft” %
operiert, und wir sehen, dass fur ein Elektron diese beiden Kréafte
folgendennassen Zusammenhéangen:

5 = ft V{1 — 6u/c2).
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Man wird annehmen, dass diese Beziehung fiir beliebige materielle
Punkte gilt.

Somit kann man die Bewegungserscheinungen auf zwei ver-
schiedene Weisen behandeln, entweder mit der MiNKOWSKischen
oder mit der NEWTONschen Kraft. Im letzteren Falle lauten die
Bewegungsgleichungen

S = wjii + m2j2,
und hier bedeuten die gewohnliche Beschleunigung in der Rich-
tung der Bewegung, j2 die gewdhnliche Normalbeschleunigung,

und man nennt die Faktoren
m

ml = s —>>
V(1 — 62c2)3

m
1§ J—— —

2 V(1 —62c))
die ,,longitudinale” und ,,transversale Masse”.

Genau so wie die MiNKOWSKischen Kréfte, missen auch die in
der Natur vorkommenden NEWTONschen Krafte bestimmten Be-
dingungen geniigen, wenn das Relativitatsprinzip erfullt sein soll.
Das ist z.B. der Fall, wenn, unabhéngig von der Bewegung, auf
eine Flache ein Normaldruck von der konstanten Grosse j) pro
Flacheneinheit wirkt; im transformierten System wirkt dann auf
das entsprechende bewegte Flachenelement ein normaler Druck
von der gleichen Grgsse. Da wir die Invarianz der Feldgleichun-
gen bereits erkannt haben, lauft die Frage, ob die Bewegungen in
einem Elektronensystem dem Relativitatsprinzip entsprechen,
lediglich auf eine experimentelle Prifung der Formeln fur die lon
gitudinale und transversale Masse ml und m2 heraus, obgleich e
Versuche von Bucherer und Hupka diese Formeln zu bestétigen
scheinen, ist man zu einer definitiven Entscheidung noch nie t
gekommen.

Beziiglich der Masse des Elektrons ist noch zu bedenken, dass
diese elektromagnetischer Natur ist; sie wird also von der Vcrtel-
lung der Ladungen innerhalb des Elektrons abhangen. ie or
mein fur die Masse kdnnen daher nur dann richtig sein, wenn ie
Ladungsverteilung und damit auch die Gestalt des e Tons
bestimmter Weise mit der Geschwindigkeit veran er ie
Man muss annehmen, dass infolge einer Translationem e r
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das ruhend eine Kugel ist, ein in der Bewegungsrichtung abgeplat-
tetes Ellipsoid wird; der Betrag der Abplattung ist

V{\ — 62/c)).

Nehmen wir an, dass die Gestalt und Grésse des Elektrons durch
innere Kréfte reguliert werden, so missen diese, um mit dem Re-
lativitatsprinzip vertraglich zu sein, derartige Eigenschaften ha-
ben, dass sich jene Abplattung bei der Bewegung von selbst ein-
stellt. Hierzu hat Poincarf folgende Hypothese gemacht. Das
Elektron ist eine geladene, ausdehnbare Haut, und den elektri-
schen Abstossungen der einzelnen Punkte des Elektrons wider-
setzt sich eine innere Normalspannung von unverdnderlicher
Grésse. In der Tat genligen nach obigem solche Normalspan-
nungen dem Relativitatsprinzip.

In derselben Weise mussen alle innerhalb der ponderablen Ma-
terie wirksamen Molekularkrafte, ebenso die auf die Elektronen
wirkenden quasielastischen und Widerstandskrafte, bestimmten
Bedingungen geniigen um mit dem Relativitéatsprinzip in Ein-
klang zu sein. Dann wird jeder bewegte Korper fir einen mitbe-
wegten Beobachter unveréndert sein, fur einen ruhenden aber
eine Veranderung der Dimensionen erfahren, die eben eine Folge
der durch jene Bedingungen geforderten Anderung der Moleku-
larkrafte ist. Hieraus ergibt sich auch von selbst jene Verkirzung
der Korper, welche schon friiher erdacht wurde zur Erklarung des
negativen Ausfalls des MiCHELSONSschen Interferenzversuches und
aller ahnlichen Versuche, die einen Einfluss der Erdbewegung auf
optische Erscheinungen feststellen sollten.

Was den starren Korper anlangt, mit dem sich Born, Her-
glotz, Noether, Levi-Civita beschaftigt haben, so werden die
bei der Betrachtung der Rotationen auftretenden Schwierigkeiten
wohl dadurch zu heben sein, dass man die Starrheit der Wirksam-
keit besonders intensiver Molekularkréfte zuschreibt.

Schliesslich wollen wir uns der Gravitation zuwenden. Das
Relativitétsprinzip erfordert eine Abédnderung des NEWTONSschen
Gesetzes, vor allem eine Fortpflanzung der Wirkung mit Lichtge-
schwindigkeit. Die Mdglichkeit einer endlichen Fortpflanzungsge-
schwindigkeit der Schwerkraft ist schon von Laplace diskutiert
worden, der sich als Ursache der Schwerkraft ein gegen die Sonne
stromendes Fluidum dachte, das die Planeten gegen die Sonne



ALTE UND NEUE FRAGEN DER PHYSIK 217

driickt. Erfand, dassdie Geschwindigkeit ¢ dieses Fluidums wenig-
stens 100 Millionen mal grosser als die des Lichtes angenommen
werden misse, damit die Rechnung mit den astronomischen Be-
obachtungen im Einklang bleibt. Die Notwendigkeit eines so
grossen Wertes von c rihrt daher, dass in seinen Endformeln die
Grosse v/c in der ersten Potenz auftritt, wo v die Planetengeschwin-
digkeit ist. Soll nun aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ der
Schwerkraft den Wert der Lichtgeschwindigkeit haben, wie es das
Relativitatsprinzip fordert, so kann ein Widerspruch mit den
Beobachtungen nur dann vermieden werden, wenn in dem Aus-
druck fur das modifizierte Gravitationsgesetz nur Grossen zweiter
(und hoherer) Ordnung in vjc auftreten.

Beschrankt man sich auf Grdssen zweiter Ordnung, so l&asst
sich leicht auf Grund einer naheliegenden elektronentheoretischen
Analogie eine Bedingung angeben, die das abgednderte Gesetz in
eindeutiger Weise festlegt. Betrachtet man ndmlich die Kraft, die
auf ein mit der Geschwindigkeit b bewegtes Elektron wirkt,

C

so hangen die Vektoren b und I) noch von den Geschwindigkeiten
b' der das Feld erzeugenden Elektronen ab; in dem Vektorpro-
dukt [b+fj] kommen daher wohl die Produkte der Form bb' vor,
nicht aber das Quadrat b2 der Geschwindigkeit des betrachteten
Elektrons. Nehmen wir entsprechend an, dass im Ausdruck der
auf den Punkt | wirkenden Anziehung, ausgelibt von Punkt 2, das
Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes 1, bj, nicht auftritt, so
muss in einem Bezugssystem, in dem der Punkt 2 ruht (b2 =0),
jede Geschwindigkeit Uberhaupt herausfallen; das Gesetz wird
sich daher in diesem System auf das gewohnliche NEWTONSsche
reduzieren. Geht man jetzt durch Transformation zu einem belie-
bigen Koordinatensystem tber, so findetman, dasssich die aufden
Punkt 1 wirkende Kraft aus zwei Tellen zusammensetzt, erstens
einer Anziehung in Richtung der Verbindungslinie vom Betrage

R+ —~(ivIR+* —R) — (» 6.)R)1

zweitens einer Kraft in der Richtung b2 vom Betrage
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hier bedeutet r die Entfernung zwischen zwei gleichzeitigen Lagen
beider Punkte, 6r die Komponente von p nach der von 1 nach 2
gezogenen Verbindungslinie und R diejenige Funktion von r,
welche im Falle der Ruhe das Anziehungsgesetz darstellt (R—k/r2
bei der NEWTONschen Attraktion, R = kr bei quasielastischen
Kréften). Zu beachten ist, dass hier unter ,,Kraft" immer die
~NEWTONsche Kraft" zu verstehen ist, nicht die ,,Minkowski-
sche". Ubrigens hat Minkowski fiir das Gesetz der Schwerkraft
einen etwas anderen Ausdruck angegeben. Bei Poincare findet
sich sowohl dieser, als auch der oben hingeschriebene.

Dritter Vortrag.

Am Schluss des vorigen Vortrages wurde ein modifiziertes Ge-
setz der Gravitation angegeben, das mit dem Relativitatsprinzip
in Ubereinstimmung ist. Es ist zu beachten, dass dabei das Prin-
zip der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung nicht erfallt
ist.

Es sollen nun die Stdérungen erortert werden, welche durch
jene Zusatzglieder zweiter Ordnung entstehen kénnen. Es gibt
da neben vielen kurzperiodischen Stdrungen, die keine Bedeu-
tung haben, eine sdkulare Bewegung des Perihels der Planeten.
de Sitter berechnet diese fur den Merkur zu 6",69 pro Jahrhun-
dert. Nun kennt man seit Laplace eine Perihelanomalie des Mer-
kurs vom Betrage 44" pro Jahrhundert; wenn diese auch das
richtige Vorzeichen hat, ist sie doch viel zu gross, um durch jene
Zusatzglieder erklart werden zu kdnnen. Vielmehr wird sie von
Seeliger auf eine Stérung durch den Tréger des Zodiakallichtes
zuriickgefiihrt, dessen Masse man in plausibler Weise geeignet
bestimmen kann. Hieraus kann also keine Entscheidung gewon-
nen werden, so lange nicht die Genauigkeit der astronomischen
Messungen wesentlich gesteigert wird. Bei einer absoluten Ge-
nauigkeit wére auch der Unterschied der ,,Eigenzeit" der Erde
von der Zeit des Sonnensystems zu bertcksichtigen.

Eine andere Methode, die Glltigkeit des abgeénderten Gravita-
tionsgesetzes zu prifen, kann man auf ein Verfahren griinden, das
Maxwell zur Entscheidung dariiber vorgeschlagen hat, ob das
Sonnensystem sich durch den Ather hindurchbewegt. Ist dieses
der Fall, so musstendie Verfinsterungen der Trabantendes Jupiters,
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je nach der Stellung dieses Planeten zur Erde, Verfrihungen oder
Verspéatungen erleiden.

Denn betragt die Entfernung Jupiter—Erde a und die Ge-
schwindigkeitskomponente des Sonnensystems im Ather in Rich-
tung der Verbindungslinie Jupiter—Erde v, so wird die Zeit alc,
die das Licht im Falle der Ruhe zum Durchlaufen der Strecke a
brauchen wiirde, verwandelt in a/(c £v);es kommt also durch die
Bewegung eine Verfrihung oder Verspétung zustande, die bis auf
Glieder zweiter Ordnung av/c2 betragt und die je nach dem Werte
der Geschwindigkeitskomponente v, welche ja von der Stellung
der beiden Planeten abhéngt, verschiedene Werte annimmt. Nun
ist klar, dass eine solche Abhéangigkeit der Erscheinungen von der
Bewegung durch den Ather dem Relativitatsprinzip widerspricht.

Um diesen Widerspruch aufzuklaren, wollen wir uns die Sach-
lage schematisch vereinfachen. Wir denken uns, dass die Sonne 5
eine Masse habe, die im Verhaltnis zu der des Planeten unendlich

gross sei. Die Geschwindigkeit

des Sonnensystems falle in die

z-Achse, die wir durch die Sonne

gehen lassen. Die Schnittpunkte

Fig. 1 der Bahn des Planeten mit der

2-Achse bezeichnen wir als oberen bezw. unteren Durchgang,
A bezw. B. (Fig. 1).

Den Beobachter verlegen wir auf die Sonne. Bei jedem Durch-
gange des Planeten durch die z-Achse mége ein Lichtsignal zur
Sonne hin eilen. Die Umlaufszeit sei T. Wenn die Sonne ruht, wird
bei der als kreisformig vorausgesetzten Bewegung die Zeit zwi-
schen oberem und unterem Durchgénge \T betragen; desglei-
chen auch die Zeit zwischen dem Eintreffen der beiden Lichtsig.-
nale. Bewegt sich dagegen die Sonne in der 2-Richtung, so muss
das Lichtsignal vom oberen Durchgénge eine Verfriihung um
av/c2, das vom unteren Durchgange eine Verspatung vom selben
Betrage erleiden; falls die gleichformige Umlaufsbewegung (wie
Maxwel 1 als selbstverstandlich voraussetzt) ungestort erhalten
bleibt, wirde das Zeitintervall zwischen dem Eintreffen der Licht-
signale zweier aufeinanderfolgender Durchgénge abwechselnd um
2av/c), vergrossert und verkleinert erscheinen. Die hierbei voraus-
gesetzte Erhaltung der gleichformigen Kreisbewegung bei einer
Translation im Ather ist aber nach dem Relativitatsprinzip un-
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mdglich. Beschreibenwirndmlich den VVorgang in einem Koordina-
tensystem, das an der Bewegung nicht teilnimmt, so wird das
modifizierte Gravitationsgesetz anzuwenden sein, und dieses er-
gibt eine Ungleichférmigkeit der Planetenbewegung, infolge deren
die Verschiedenheit der Zeitintervalle zwischen dem Eintreffen
der Lichtsignale gerade aufgehoben wird.

Es kann daher die Feststellung, ob eine Verfrihung oder Ver-
spatung der Verfinsterungen wirklich eintritt, zur Entscheidung
flr oder gegen das Relativitatsprinzip benutzt werden. Aller-
dings sind die numerischen Verhéltnisse wieder recht unginstig.
So schétzt Herr Burton, dem 330 photometrische Beobachtun-
gen zur Verfligung stehen, die an der HARVARD-Sternwarte tber
die Verfinsterungen des ersten Jupitersatelliten angestellt worden
sind, den wahrscheinlichen Fehler des schliesslichen Resultats fur
v auf 50 km/sec; andrerseits hat man Sterngeschwindigkeiten von
70 km/sec beobachtet und die Geschwindigkeit des Sonnensystems
gegen den Fixstemhimmel wird auf 20 km/sec geschéatzt. Durch
Burtons Berechnungen wird also das Relativitatsprinzip schwer-
lich gestiitzt, hdchstens zu Fall gebracht werden kdnnen, namlich
wenn sich schliesslich z.B. ein 100 km/sec ibersteigender Wert
ergébe.

Lassen wir es dahin gestellt, ob die neue Mechanik durch astro-
nomische Beobachtungen eine Bestatigung erfahren wird oder
nicht. Doch wollen wir es nicht unterlassen, noch einige ihrer
Grundformeln kennen zu lernen.

Definiert man die Arbeit als das skalare Produkt aus ,,Newton-
scher Kraft” und Verschiebung, so ergeben die Bewegungsglei-
chungen das Energieprinzip in der gewohnlichen Form, dass die pro
Zeiteinheit geleistete Arbeit gleich der Zunahme der Energie e ist:

cv dX cv - | ev dz dz
dt dt dt

Dabei hat die Energie den Ausdruck:
e=mel( —F — 1);

Wa — U2/c2) /
das stimmt bis auf Glieder 2. Ordnung mit dem Wert der kineti-
schen Energie der gewdhnlichen Mechanik

. . e = \radz
Uberein.
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Ferner kann man aus den Bewegungsgleichungen das Hamil-
TONsche Prinzip

181 +SA)dt=0

ti
ableiten; hier ist M die Arbeit der ,NEWTONschen Kraft” bei
einer virtuellen Verruckung und L die LAGRANGEsche Funktion,
die folgendermassen lautet

L =—mc2 (V(I —02c*) — 0+
Aus dem HAMILTONschen Prinzip kann man umgekehrt wieder
die Bewegungsgleichungen gewinnen. Die Grossen

dL  dL dL

die " dy’' dz
werden als Komponenten der Bewegungsgrdsse zu bezeichnen sein.
Alle die Formeln kann man an den elektromagnetischen Bewe-

gungsgesetzten eines Elektrons verifizieren; man hat dann fiir die
,MINKOWSKische Masse” m den Wert

zu setzen und zu der elektrischen und der magnetischen Energie
die Energie jener inneren Spannungen hinzuzufligen, welche, wie
wir saken, die Form des Elektrons bestimmen. So kann man aus
dem allgemeinen Prinzip der kleinsten Wirkung fur beliebige
elektromagnetische Systeme, welches in dem ersten Vortrage be-
sprochen wurde, durch Spezialisierung auf ein Elektron das eben
angegebene HAMILTONsche Prinzip flr einen materiellen Punkt
gewinnen, doch muss wieder die Arbeit jener inneren Spannungen
berlcksichtigt werden.

Wir gehen jetzt dazu Uber, die Gleichungen des elektromagneti-
schen Feldes fur ponderahle Kérper zu betrachten. Diese sind rein
phanomenologisch von Minkowski aufgestellt worden, dann ist
von M. Born und Ph. Frank gezeigt worden, dass sie sich auc .
aus den Vorstellungen der Elektronentheorie herleiten lassen;
auch Lorentz selbst hat auf letzterem Wege die Gleichungen in
einer formal etwas abweichenden Gestalt erhalten.

Um Beziehungen zwischen beobachtbaren Grdssen zu e
men, muss man durch Bildung von Mittelwerten iber grosse  en
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gen von Elektronen die Einzelheiten der von ihnen herrtihrenden
Erscheinungen verwischen. Man wird so auf folgende Gleichungen
gefiihrt (die mit denen der gewohnlichen MAXWELLschen Theorie
gleichlauten).

div ® = pj,

div 23 = o,

rot §=—g(£ + 9),

rot@ =—- 23
c

Hierin ist 2) die dielektrische Verschiebung, 23 die magnetische
Induktion, § die magnetische Kraft, Gs die elektrische Kraft,
© der elektrische Strom, pz die Dichte der beobachtbaren elektri-
schen Ladungen. Deutet man die Mittelwertbildung durch Uber-
streichen an, so ist z. B.

©=bh 2=H),
wo b, f) die friihere Bedeutung haben; ferner ist
®=(g+ %

$ = »—fflt— -C[«B-to],

wo  das elektrische Moment,  die Magnetisierung pro Volum-
einheit und tu die Geschwindigkeit der Materie bedeuten. Bei der
Ableitung dieser Formeln sondert man die Elektronen in drei
Arten. Die erste Art, die Polarisationselektronen, erzeugen durch
ihre Verschiebung das elektrische Moment  die zweite Art, die
Magnetisierungselektronen, erzeugen durch ihre Umlédufe den
magnetischen Zustand ; die dritte Art, die Leitungselektronen,
bewegen sich frei in der Materie und erzeugen die beobachtbare
Ladungsdichte pz und den Strom (£. Letzterer ist noch in zwei

Teile zu trennen; denn ist u die Relativgeschwindigkeit der Elek-
tronen gegen die Materie, so ist die gesamte Geschwindigkeit der
Elektronen k) = tu + u, also der von ihnen transportierte Strom

£ =pu=ptu+ puy;

P ist die beobachtbare Ladung pz, ptii der Konvektionsstrom, pu
der eigentliche Leitungsstrom.
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Fir alle diese Grossen existieren Transformationsformeln, von
denen einige angegeben werden mogen:

%, =e, « =««.—Tfc* a=

= A —~ (».%*% —wA) + my,
c

Ferner sind folgende Hilfsvektoren von Nutzen:
Pl=£ —: [tt>-®], ®!=3 —C-[«-©],

_ ! _ [»m$].
Ol =0+ ¢ [»e»]. ®I=® + ¢

Die angegebenen Feldgleichungen missen jetzt noch ergénzt
werden durch Aufstellung der Beziehungen, die zwischen den
Vektoren (5, 8und 33 bestehen. Man kann diese Relationen auf
zwei Weisen gewinnen.

Die erste ph&dnomenologische Methode verféhrt so: Man be-
trachtet einen beliebig bewegten Punkt der Materie und fuhrt ein
Bezugssystem ein, in dem dieser ruht; dann wird, falls das den
Punkt umgebende Volumelement in dem Ruhesystem isotrop ist,
z.B. zwischen © und die fiir runhende Korper zutreffende Glei-
chung gelten

S = e@,
oder auch

— £ @i»

weil die Hilfsvektoren ©, fir tu = 0 mit ®, © identisch sind"
Nun transformieren sich aber S)x und @1 in gleicher eise, un
daraus folgt, dass auch im urspriinglichen Bezugssystem
Gleichung

$, = @1
und entsprechend

93 = ,
gultig bleibt. Was den Leitungsstrom betrifft, so bemer en
nur, dass er von abhéngt.
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Die zweite Methode geht auf die Mechanik der Elektronen zu-
riick. Ebenso wie sich fur ruhende Korper die Gleichung 2) = e©
als Folge der Annahme quasielastischer Krafte erweist, die die
Elektronen in ihre Ruhelagen zuriickziehen, wird man bei beweg-
ten Korpern die Gleichung = e®! erhalten, wenn man den
quasielastischen Kréften diejenigen Eigenschaften zuschreibt,
die das Relativitatsprinzip verlangt. Letzteres wird erfillt sein,
wenn man fur diese Kréfte den Ausdruck des verallgemeinerten
Attraktionsgesetzes ansetzt, wobei R proportional r genommen
werden muss.

Ahnliches giit von der Erkliarung des Leitungswiderstandes.
Eine befriedigende elektronentheoretische Erklérung der magne-
tischen Eigenschaften der Korper ist zurzeit nicht vorhanden.

Zum Abschluss soll die Bedeutung der vorstehenden Gleichun-
gen an drei bemerkenswerten Fallen erlautert werden.

Die erste Bemerkung kniipft an die Gleichung

Pl = aPl-——-—---

an. Zufolge dieser kann pj verschwinden, ohne dass p: = o zu sein
braucht, wenn nur ein Strom (£ vorhanden ist; d.h. ein Beobach-
ter A wird den Korper flr geladen erkléren, den ein relativ zu ihm
bewegter B fir ungeladen halten muss. Man kann das verstehen,
wenn man beachtet, dass in jedem Korper gleich viele positive
und negative Elektronen vorhanden sind, die sich bei ungelade-
nen Korpern kompensieren. Bewegt sich der Kérper mit der Ge-
schwindigkeit tu, so werden, wenn ein Leitungsstrom vorhanden
ist, beide Elektronenarten verschiedene Gesamtgeschwindig-
keiten erhalten, also wird fur beide Arten auch die Grosse
o =a "0,/cverschiedene Werte haben. Berechnet nun ein mit
dem Korper bewegter Beobachter B den Mittelwert der Ladungs-
dichte p' = cop flr beide Arten von Elektronen, so kann er die
Summe Null erhalten, auch wenn sich fir einen Beobachter A,
in dessen Bezugssystem der Korper sich bewegt, die Mittelwerte p
der positiven und negativen Elektronen nicht kompensieren.
Dieser Umstand ruft eine Reminiszenz an eine alte Frage her-
vor. Um das Jahr 1880 gab es unter den Physikern eine grosse
Diskussion iber das CLAUsiussche Grundgesetz der Elektrodyna-
mik. Man wollte damals einen Widerspruch dieses Gesetzes mit
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den Beobachtungen herleiten, indem man schloss, dass nach dem
Gesetze ein auf der Erde befindlicher stromdurchflossener Leiter
auf eine mitbewegte Ladung e infolge der Erdbewegung eine Wir-
kung ausiiben miisste, die man hétte auffinden kénnen. Dass das
Gesetz tatséchlich diese Wirkung nicht fordert, hat Budde be-
merkt; es riihrt das daher, dass der Strom durch die Erdbewegung
auch aufsich selbst wirkt und eine ,,Kompensationsladung” auf
dem durchflossenen Leiter hervorruft, die jene erste Wirkung ge-
nau aufhebt. Zu &hnlichen Schlissen fiihrt die Elektronentheorie
und man findet fiir die Dichte der Kompensationsladung, wenn
die Geschwindigkeit die Richtung der 2-Achse hat,

1

diese muss ein an der Bewegung der Erde nicht telinehmender
Beobachter A annehmen, wahrend sie fiir einen mitbewegten
Beobachter B nicht besteht. Der angegebene Wert stimmt genau
mit der aus dem Relativitatsprinzip abgeleiteten Formel Uberein;
denn ist pj = 0, so findet man aus dieser Formel

und da \vz = bc/a nach dem im zweiten Vortrage (S. 212) Gesag-
ten die Geschwindigkeit der beiden Bezugssysteme gegeneinander
ist, so findet man in der Tat

1
Pz = N-tt>A-

Die zweite Bewieykuug geht von den Transformationsgleichun
gen fur das elektrische Moment 9 (S. 223) aus, welche dadurch,
dass in ihnen die Magnetisierung 9K vorkommt, die Unmdghc -
keit erkennen lassen, scharf zwischen Polarisations- und Magneti
sierungselektronen zu unterscheiden. Vielmehr kann in einem
magnetisierten Kérper ™ 0) von einem Bezugssystem aus
urtelit = o sein, wahrend von einem andern $ von
schieden ist. Es soll das nun auf einen speziellen Fall angewen e
werden, wobei wir uns auf Grdéssen 1. Ordnung beschrénken. Der
betrachtete Korper (etwa ein Stahlmagnet) enthalte nur ei un&
elektronen und solche, die, wenn der Korper ruht, ein |, a

Lorentz VII 15
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kein *§ hervorbringen; er habe die Gestalt einer unendlich ausge-
dehnten ebenen Platte, begrenzt von zwei Ebenen a, b; die Mittel-
ebene machen wir zur yz-Ebene (Fig. 2). Wenn er ruht, mége in
der y-Richtung eine konstante Magnetisierung bestehen, wéah-
rend <t = 0 ist. Bekommt der Koérper in der z-Richtung die Ge-
schwindigkeit v, so wird ein an der Bewegung nicht teilnehmender
Beobachter die elektrische Polarisation

wahmehmen. Jetzt denken wir uns zu beiden Seiten des Korpers
zwei Konduktoren, ¢, d, welche mit ihm

zusammen zwei gleiche Kondensatoren

bilden, und diese mégen durcheinen Draht

(von ¢ nach d) kurzgeschlossen sein. Bei

der Bewegung werden auf ¢ und d Ladun-

gen entstehen, die sich so berechnen lassen.

Da offenbar ein Strom in der %-Richtung

unmdoglich ist, ist @1z = o oder {gx = vfojc.

Da der VVorgang stationér ist, wird 93 = 0;

dann folgt aus rot (£ =0 die Existenz

eines Potentials o. Ist A die Dicke der Platte, so hat man

<P«~9»:5A [

Aus der Symmetrie der Anordnung folgt offenbar

9d —<Pa = Pg—72C’
und weil die Platten ¢, d kurzgeschlossen sind, muss

] o <Pl = <
sein; daraus ergibt sich

9d —9%« = — N A®V.

Isty die Kapazitét eines der beiden Kondensatoren, so wird die
Ladung der Platte d gleich

und ¢ bekommt den entgegengesetzt gleichen Betrag.
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Jetzt vergleichen wir diesen Vorgang mit dem umgekehrten
Fall, dass der Magnet a, b ruht und die Platten c,d sich mit der
entgegengesetzten Geschwindigkeit bewegen. Dann misste nach
dem Relativitatsprinzip alles ganz ebenso sein, wie im ersten
Falle. In der Tat findet man sofort aus dem gewéhnlichen Induk-
tionsgesetz genau den oben angegebenen Betrag der Ladung auf
der Platte d. Aber es muss jetzt diese Ladung auf d eine entgegen-
gesetzt gleiche auf der Ebene a des ruhenden Magneten influen-
zieren, und Entsprechendes muss fur b und c gelten. Da ein Strom
nicht fliessen kann ((£ = 0), missen in beiden Féllen, ob der Mag-
net sich bewegt und die Platten ruhen, oder umgekehrt, dieselben
Ladungen auf dem Magneten bestehen. Wir haben uns also zu
Uberlegen, wie es kommt, dass in dem zuerst behandelten Falle
auf der Ebene a des bewegten Magneten die entgegengesetzte
Ladung wie auf der Platte d auftritt; eswird dies nurméglich durch
jene bei der Bewegung entstehende Polarisation x = —vWylc.
Denn man hat

C C

da hier in der Geschwindigkeit von der ersten Ordnung, also
das Glied ["? *to] zu vernachléassigen ist, wird

B—3fc =35,

§ aber ist Null, weil die Platte unendlich ausgedehnt angenom-
men wird. Daraus folgt
= 0,

in der bewegten Platte findet keine dielektrische Verschiebung
statt, also entspricht die Ladung auf a der auf d, wie es das Rela-
tivitatsprinzip verlangt.

Die letzte Bemerkung betrifft wiederum den Umstand, dass nach
dem Relativitatsprinzip die Bewegung der Erde einen Einfluss
auf die elektromagnetischen Vorgénge nicht haben kann. Es ist
aber von LiEnard auf eine Erscheinung aufmerksam gemacht
worden, wo ein solcher Einfluss, und zwar zu einem Betrage
1. Ordnung, zu erwarten sein soll; auch Poincar£ hat diesen Fall in
seinem Buche ,,Electricite et Optique” diskutiert. Es handelt sich
umdie ponderomotorische Kraft auf einen Leiter. Um diese zu be-
stimmen, wird man fir die auf die Leitungselektronen wirkende
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Kraft pro Einheit der Ladung den naheliegenden Ansatz machen:
Bi=0@+ -[0+3

dann ergibt sich die durch die Erdbewegung hervorgerufene
Kraft auf den Leiter in Richtung der Bewegung vom Betrage

-5(®rO

da ((fz* (5) die vom Leitungsstrom (£ entwickelte Warme ist, ist
dieser Ausdruck leicht numerisch zu berechnen (wobei sich frei-
lich ein der Beobachtung unzugénglicher Wert ergibt).

Fragt man sich nun, wie dieses dem Relativitatsprinzip wider-
sprechende Resultat zustande kommen kann, so sieht man, dass
man in der Tat nicht die Kraft berechnet hat, welche auf die Ma-
terie des Leiters, sondern auf die im Innern des Leiters beweg-
ic en Elektronen wirkt. Letztere Kraft muss erst durch Kréfte,
die uns im einzelnen unbekannt sind, auf die Materie ibertragen
werden, und das geschieht nur dann ohne Anderung der Grosse,
wenn flr die Kréfte zwischen Materie und Elektronen Gleichheit
von Wirkung und Gegenwirkung besteht. Fur bewegte Korper
ista erin diesem Fall nach dem Relativitatsprinzip die Wirkung
nicht gleich der Gegenwirkung, und dieser Umstand kompensiert
gerade genau jene LIENARDsche Kraft.

Zusammenfassend kann man sagen, dass wenig Aussicht be-
s e t, das Relativitatsprinzip experimentell zu bestatigen; es

ommen ausser einigen astronomischen Beobachtungen nur die
Messungen der Masse der Elektronen in Betracht. Doch darf man

mc  vergessen, dass der Ausfall der negativen Versuche, wie der
iCHELsoNsche Interferenzversuch und die Experimente zur
*e ung e*ner durch die Erdbewegung hervorgerufenen Dop-

pe rec ung, nur durch das Relativitatsprinzip erklart werden

Vierter Vortrag.

W “sc™nunSen der strahlenden Warme, die den Inhalt der
p~Cn 7 orlesungen bilden sollen, haben einen besonderen
sowo wegen der Schonheit der Gesetze, denen sie gehor-



ALTE UND NEUE FRAGEN DER PHYSIK 229

chen, als auch wegen der Schwierigkeiten, die ihrem Verstdndnis
entgegenstehen. Es soll nur daran erinnert werden, wie schwer es
ist, zu erklaren, warum allmahlich erhitzte Korper zuerst nur
dunkle Wéarmestrahlen entsenden und erst bei steigender Tempe-
ratur zu leuchten beginnen.

Zunéchst werde eine einfachere Frage behandelt, die der
schwarzen Strahlung. Diese wird sich innerhalb einer allseitig ge-
schlossenen, innen geschwarzten Hille ausbilden, die nichts ent-
halt als Ather (um bei dieser alten Ausdrucksweise zu bleiben);
ihre Eigenschaften hangen von der Temperatur der Hiille ab. Wir
operieren im folgenden mit geradlinigen Strahlen, sehen also von
der Diffraktion ab; dazu brauchen nur die Kdrperdimensionen
gross zu sein gegen die Wellenlange; ferner sehen wir zwei sich in
derselben Richtung fortpflanzende Strahlen verschiedenen Ur-
sprungs als inkoharent an.

Um die schwarze Strahlung zu analysieren, betrachten wir die
durch ein Flachenelement da innerhalb eines Kegels von der
Offnung da mit einer auf da senkrechten Achse hindurchtretende
Strahlung, deren Frequenz (Zahl der Schwingungen inder Zeit 2rz)
zwischen n und n + dn liegt; dabei zerlegen wir die Schwin-
gungen nach zwei auf der Achse von da und aufeinander senkrech-
ten Richtungen h und k und betrachten nur die A-Komponenten;
wir nennen diesen Anteil die dada dn A-Strahlung. lhre Intensitét,
d. h. die in der Zeiteinheit durch da hindurchtretende Energie-

menge, moge qdadadn

betragen; dabei ist g nur von n und der Temperatur T, nicht von
der Richtung des Elements da abhangig.

Das Problem der schwarzen Strahlung ist, diese Funktion q
zu bestimmen.

Durch sie ist namlich der ganze Strahlungszustand charakteri-
siert. So ist z.B. die Dichte der Energie der da dn A-Strahlung

9 dadn,
C

Da die da dn A-Strahlung denselben Wert liefert und bei der Inte-
gration Uber alle Richtungen da durch At zu ersetzten ist, so ist
die gesamte Energie pro Volumeneinheit der ~«-Strahlung

Qtc — dn
C
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Durch Integration nach n findet man daraus die Energiedichte
ﬂer Gesamtstrahlung, die nur noch von der Temperatur T ab-
angt.

Die schwarze Strahlung kann auch in einem nicht von schwar-
zen, sondern von vollkommen spiegelnden Wénden gebildeten
Hohlraum bestehen, wenn sie einmal darin zustande gekommen
ist. Das beruht auf folgendem Satze (Fig. 3):

Es mdge ein Strahlenkegel von der Offnung dcox vom Punkte A
ausgehen, an einem beliebig gekrimmten Spiegel reflektiert wer-
den und im Punkte B das auf der Achse des Kegels senkrechte
Flachenelement da2beleuchten; umgekehrt gehe von B ein Strah-
lenkegel von der Offnung dco2 aus und beleuchte das in A senk-
recht auf ihm stehende Element dal' dann ist immer

dal dal = dca? da2.

Dieser Satz, der aus dem HuYGENSschen Prinzip folgt, zeigt, dass
an einer bestehenden schwarzen Strah-
lung durch spiegelnde Wénde nichts
geandert werden kann. Ubrigens behalt
der Satz auch in der Emissionstheorie
des Lichtes Gultigkeit, wo er aus dem
Prinzip der kleinsten Wirkung folgt; er
ist dann das genaue Analogon zu dem
Satze der kinetischen Gastheorie, dass
das kinetische Gleichgewicht der Mole-
kile durch glatte Wénde nicht gestort wird.
emer kann die schwarze Strahlung bestehen, wenn sich ein
vo onimen durchsichtiger und also nicht emittierender Korper
[von beliebigem Brechunsgvermdgen) in dem Hohlraume befin-
e , nur ist der Strahlungszustand, wie schon Crausius und
iRCiniOFF fanden, innerhalb des Korpers anders als im Ather.
aSIT™?emeinste ~ksultat fir einen beliebigen anisotropen Kor-
per (Kristall) lautet folgendermassen.
Wir betrachten wieder einen Strahlenkegel du und verstehen
un er und k die beiden durch die Struktur des Kristalles vorge-
ne enen Schwingungsrichtungen. Wir fassen die erste dersel-
enms uge und bemerken, dass zu jeder Strahlrichtung eine be-
T+ T™ ~ChtUng der WelUennormale gehort, sodass dem Strah-
le « ein bestimmter Kegel du' der Wellennormalen ent-
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spricht. Die Energiedichte der dudnA-Strahlung hat den Wert
— du'dn,
qV3 u'dn

wo v die Wellengeschwindigkeit ist.

Dass der hierdurch bestimmte Strahlungszustand des Kristalls
mit dem oben charakterisierten des umgebenden Athersim Gleich-
gewicht ist, kann man zeigen, indem man den Ubergang der Strah-
len aus dem einen Medium in das andere naher verfolgt. Dabei hat
man einen Satz der Optik anzuwenden, der dem oben flr den
Fall der Reflexion besprochenen sehr verwandt ist und in einer
Verallgemeinerung eines bekannten, von Lagrange herrihren-
den Theorems besteht. Zwischen zwei Punkten A, B in einem be-
liebigen homogenen oder imhomogenen anisotropen Kérper mo-
gen sich Strahlen mit in jedem Punkte bestimmter Schwingungs-
richtung auf dem Wege L fortpflanzen, und es mdgen die beiden
von A und B ausgehenden
Strahlenkegel mit der Achse
L und von den Offnungen
dux bzw. du? bei Eintreffen
in B bzw. A die Flachenele-
mente daz bzw. dax (Fig. 4)
erfullen, deren Normalen,
mit der Linie L die spitzen Winkel &2 bzw.  bliden. Dann ist

Fig. 4.

wo u die Geschwindigkeit der Strahlen, v die der Wellen bedeuten,
wahrend duXi du2 die den Strahlenkegeln dult du? entsprechen-
den Kegel der Wellennormalen sind.

Wir fassen endlich den Fall ins Auge, dass ein beliebiger absor-
bierender und emittierender Kérper M sich in dem Hohlraum be-
findet. Dann git der mit dem KiRCHHOFFschen Gesetz zusam-
menhéngende Satz, dass Gleichgewicht besteht, wenn in dem um-
gebenden Ather die oben betrachtete schwarze Strahlung exis-
tiert. Den Beweis, bei dem man sich um die Natur der Vorgange
im Innern des Korpers nicht zu kiimmern braucht, kann man

z.B. in folgender Weise flihren.
Wir verbinden einen Punkt A der Hille mit einem Punkt B



232 ALTE UND NEUE FRAGEN DER PHYSIK

des Koérpers M durch eine Gerade; in irgendeinem Punkte P dieser
Linie konstruieren wir ein zu ihr senkrechtes Flachenelement der,
das P zum Mittelpunkt hat. Wir betrachten ferner einen Kegel dm
mit dem Scheitel P und der Achse PB, der von P aus auf den
Korper M gerichtet ist. Die Verlangerung dieses Kegels, mit der
Achse PA, bezeichnen wirmit du ; h habe dieselbe Bedeutung wie
oben. Die “a”w”nA-Strahlung ist schwarz, weil sie von der Hille
herriihrt, und ihre Intensitat ist also gdadm dn. Es ist zu beweisen,
dass auch die “a"cii'"*nA-Strahlung schwarz ist, gleichgiltig, wel-
ches ihr eigentlicher Ursprung ist; setzen wir letztere gleich
g'dadm'dn, so ist also zu zeigen, dass

Dieser Beweis mdge nur angedeutet werden. Man betrachte zu-
néchst nicht die "wA-Strahlung, sondern die gesamte Strahlung
dadm, bzw. dadm’. Ihre Intensitat sei in dem einen Fall Q dadm, in
dem anderen Q'dadm!. Dann muss Q = Q' sein, denn das Tempe-
raturgleichgewicht darf nicht gestort werden, wenn das Element
der Hiille, welches von dm' getroffen wird, durch einen sphérischen
vollkommenen Spiegel ersetzt wird, dessen Krimmungsmittel-
punkt in P liegt. Das Anbringen dieses Spiegels hat ndmlich zur
Folge, dass der Korper M, statt der Strahlung Q dadm, die Strah-
lung Q*dadm' erhélt. Danun ander Emission von M nichts geéndert
wird, so liegt es nahe, die Bedingung fur die Erhaltung des Gleich-
gewichtes darin zu sehen, dass Q = Q' ist. Um diesen Beweis gegen
jeden Einwand zu sichern, und auf die Intensitéat g der monochro-
matischen Strahlung von bestimmter Schwingungsrichtung aus-
zudehnen, sind jetzt nur ahnliche Kunstgriffe nétig, wie sie
KiRCHHOFFan der entsprechenden Stelle seines Beweises anwendet.

Von der schwarzen Strahlung kennt man noch zwei Eigen-
schaften, die sich ohne naheres Eingehen auf die Natur der emit-
tierenden und absorbierenden Korper beweisen lassen und die
durch das STEPHAN-BoLTZMANNsche Gesetz und das WIiENSche
Verschiebungsgesetz formuliert werden. Diese Gesetze, deren Ab-
leitung bekannt genug ist, bestimmen die gesuchte Funktion
g (n,T) bis zu einem gewissen Grade. FUhrt man zur Vereinfachung
der Formeln die Grosse

q_n
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ein, so ergibt sich ndmlich

und die Aufgabe lauft jetzt darauf hinaus, die Funktion eines
Argumentes zu bestimmen.

e du dn ist die Energie pro Volumeinheit der du dn A-Strahlung.
Mit dieser ware auch die Entropie der Volumeinheit, y du dn,
bekannt, die mit ihr durch die thermodynamische Gleichung
() Funktion von e und n)

07) 1
oe =T
zusammenhéngt; daraus ergibt sich flr 7) der Ausdruck

i

Man kann die Entropie eines Strahlenbiischels nicht nur im
Ather, sondern auch im Innern durchsichtiger materieller (isotro-
per oder anisotroper) Kdorper angeben. Die betreffende Formel
lasst sich dadurch ableiten, dass man eine kontinuierlich vom
Ather in den Korper tberfilhrende Grenzschicht annimmt, deren
Dicke gross ist gegen die Wellenlédnge; denn dann ist das reflek-
tierte Licht zu vernachlissigen, der Ubergang der Strahlen ist um-
kehrbar, also bleibt dabei die Entropie ungeéndert.

In emittierenden und absorbierenden Kérpern wird es sich dar-
um handeln, denjenigen Teu der Strahlung, der von aussen her
durch ein Volumelement hindurchgeschickt wird, zu trennen von
der in dem Element erzeugten Strahlung selbst. Da wir die wirk-
liche Ursache der Strahlung nicht kennen, so werden wir eine fik-
tive Ursache einfuhren kénnen, derart, dass dervonihr herriihren-
de Strahlungszustand mit dem wirklich vorhandenen (berein-
stimmt. Man kann diese fiktiven Strahlungserreger ,.elektromoto-
rische Krafte” nennen in Anlehnung an die Bezeichnung derjenigen
Ursachen, die das Entstehen eines elektrischen Stromes bewirken.
Uberhaupt soll jetzt die Strahlung vom Standpunkt der elektro-
magnetischen Lichttheorie aufgefasst werden, deren Grund-
gleichungen |

rot § = < (£,
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lauten. In einem beliebigen (anisotropen) Medium sind die Kom-
ponenten von 33 lineare Funktionen der Komponenten von 8).
Driickt man die zeitliche Veranderlichkeit aller vorkommenden
Grossen entsprechend einer monochromatischen Lichtwelle durch
den Faktor exnt aus, so bestehen auch zwischen den Komponenten
von (5 und (£ lineare Relationen, aber mit komplexen Koeffizien-
ten, die noch von n abhangen; wir setzen

£*+ =fl1<KX+Pu + pB3

EV+ =PN +Pii + Pz

E* +<&, = pnVx + pNn%l + P**;
dabei sei

p23 — p32> Psi — PIZ> PI2 — p21!

Die Grossen Ex, Ev, Ez sind Null, wenn keine Emission vorhan-
den ist; strahlt der Korper aber selbst aus, so sind ihre reellen
Telle die komponenten jener ,,elektromotorischen Kraft”, die wir
als fiktive Ursache der Strahlung annahmen.

Die reellen Teile der Koeffizienten p seien au, al2, ... a33
zwischen diesen gelten die Gleichungen

0123 = a3> a3l = al¥»> al?2 == a2l*
Die pro Volumeinheit entwickelte Warme betragt

«N«1+ eeee + 2a12 (EX (Ey H- ....

Man kann nun immer neue Koordinatenachsen einfiihren derart,
dass diese quadratische Form die einfache Gestalt

ai + «2 + a3

annimmt; die Richtungen der drei neuen Koordinatenachsen
nennen wir Hauptrichtungen, sie variieren im allgemeinen nicht
nurvon Punkt zu Punkt, sondern kénnen in einem VVolumelement
noch von der Frequenz n abhéngen.

Es l&sst sich jetzt folgendes beweisen:

Um die wirklich vorhandene Strahlung hervorzubringen, muss
man flr ein Frequenzintervall n, n + dn in jedem (makroskopi-
schen) Volumelement dS in den drei Hauptrichtungen elek-
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tromotorische Kréafte wirken lassen, deren Amplituden durch

gegeben sind und deren Phasen voneinander unabhangig sind;
auch darf zwischen den elektromotorischen Kraften in den ver-
schiedenen Volumelementen keine Kohérenz bestehen.

Damit ist die Eigenstrahlung von der fremden Strahlung ge-
trennt, da bei der letzteren die elektromotorischen Krafte nicht
wirksam sind.

Der Beweis, dass, wenn die angegebenen elektromotorischen
Kréfte in einem System bestehen, in diesem Temperaturgleichge-
wicht herrscht, beruht auf einem Reziprozitatssatze des Inhalts:
Wirken in zwei Volumelementen dS, dS', in den Hauptrichtungen
h, h' elektromotorische Krafte, deren Amplituden sich umgekehrt
wie dS, dS' verhalten, so besteht Gleichheit zwischen den Ampli-
tuden der Strome, welche die erste Kraft in Pf in der Richtung W
und die zweite in P in der Richtung h hervorruft.

Durch diese Auffassung der Strahlung als elektromagnetische
Wellen lassen sich die erwahnten Satze der Wéarmestrahlung auch
ausdehnen auf die Félle, wo die Diffraktion zu berlcksichtigen ist.

Eine Bemerkung ist noch anzukniipfen an den Umstand, dass
in dem Ausdruck der elektromotorischen Kréfte die unendlich
kleinen Grdssen dn und dS unter dem Wurzelzeichen stehen. Hier-
an erkennt man den fiktiven Charakter dieser Kréfte, denn es
hangt ihr Wert noch von der gewahlten Grosse der Volumelemen-
te dS ab. Er ist so gewdhlt, dass die ausgestrahlte Energie propor-
tional mit dS wird. Dazu muss nadmlich die Amplitude der erreg-
ten Schwingungen proportional -y/dS sein. Da sie nun einerseits
dem Volumelement und andererseits der elektromotorischen
Kraft proportional ist, so muss letztere umgekehrt wie y/dS
variieren. Man kann dies noch in folgender Weise erlautern. Wiir-
den die Bewegungsursachen in allen Punkten eines Volumele-
ments dS kohérent sein, so misste die durch die Schwingungs-
amplitude gemessene Wirkung des Volumelements proportional
seiner Grosse dS sein. Nimmt man aber an, dass es schon in einem
einzelnen Volumelement sehr viele inkohéarente Bewegungsursa-
chen gibt, so zeigt eine Wahrscheinlichkeitsbetrachtung, dass
dann in der Tat jene GesamtWirkung des Elements proportional
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y/dS sein muss. Wirken ndmlich N Ursachen von gleicher Wahr-
scheinlichkeit in verschiedener Richtung, so heben diese sich
nicht genau auf, sondern es ist am wahrscheinlichsten, dass die
eine oder die andere Richtung um y/N tberwiegen wird. Verteilen
wir im Volumelement dS also eine seiner Grosse proportionale
Anzahl von elektromotorischen Kraften in willkirlicher Phase, so
wird die resultierende Amplitude proportional -\dS sein. Tat-
sachen dieser Art sind es, die uns zur molekularen Auffassung der
Materie geradezu zwingen.

Es werde noch kurz die Frage besprochen, was man Uber die
sc warze Strahlung im Ather mit Hiife des Relativitatsprinzip
erfahren kann.

Wir denken uns die spiegelnde Hiille in Bewegung und fihren
ein mitbewegtes Bezugssystem x', y\ Z', t' ein; dann muss es einen

ustand der schwarzen Strahlung geben, wo die Feldstérken b', f)'
dieselben Funktionen von V, y', z\ V sind, wie in dem Falle, dass
dieHdlle ruht, b, ) von *, y, *, t abhingen.

enn die Hulle ruht, ist die resultierende elektromagnetische
ewegungsgrosse der Strahlung natlrlich Null. Wenn sie sich
a er ewegt, bemerkt ein nicht mitbewegter Beobachter eine
res tierende Bewegungsgrdsse in der Richtung der Translation;
wegen der Anwesenheit der schwarzen Strahlung muss er, um die
iranslation hervorzubringen, eine der Beschleunigung proportio-
Affe au*wen(ien, die schwarze Strahlung hat also trége

RssB. e das zustande kommt, ist einfach zu verstehen, wenn
man der Hulle die Form eines Parallelepipeds gibt und die Vor-
gange wéhrend der Beschleunigung ins Auge fasst; dann zeigt
sich, dass der Strahlungsdruck auf die vordere und die hintere

and mcht gleich ist, weli wéahrend der Zeit, die ein Wellenzug
zum urchlaufen des Parallelepipeds in der Bewegungsrichtung

*UC >SIC Geschwindigkeit der Wande geédndert hat; auf

ese eise entsteht eine der Geschwindigkeitsénderung, d. h. der
Beschleunigung proportionale Resultierende.

Zum Schluss soll ein mathematisches Problem Erwéhnung fin-
en, as vielleicht bei den anwesenden Mathematikern Interesse

rwec en wird. Es stammt aus der Strahlungstheorie von Jeans.
11 vo™ornmen spiegelnden Hille kénnen sich stehende

e romagnetische Schwingungen ausbilden, &hnlich den Tdnen
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einer Orgelpfeife; wir wollen nur auf die sehr hohen Obert6ne das
Augenmerk richten. Jeans fragt nach der auf ein Frequenzinter-
vall dn fallenden Energie. Dazu berechnet er zuerst die Anzahl der
zwischen den Frequenzen nund n  dn liegenden Obertdne und
multipliziert die Zahl dann mit der zu jeder Frequenz gehdrigen
Energie, die nach einem Satze der statistischen Mechanik fir alle
Frequenzen gleich ist. Auf diese Weise bekommt er in der Tat das
richtige Gesetz der Strahlung fur langwellige Wérmestrahlen.

Hierbei entsteht das mathematische Problem, zu beweisen,
dass die Anzahl der genligend hohen Oberténe zwischen n und
n -f- dn unabhéngig von der Gestalt der Hiille und nur ihrem Vo-
lumen proportional ist. Fur mehrere einfache Formen der Hidille,
wo sich die Rechnung durchfuihren lasst, wird der Satz in einer
Leidener Dissertation bestétigt werden. Es ist nicht zu zweifeln,
dass er allgemein, auch fir mehrfach zusammenhangende R&ume,
gultig ist. Analoge Satze werden auch bei andern schwingenden
Gebuden, wie elastischen Membranen und Luftmassen etc., be-
stehen.

Funfter Vortrag.

Wir konnen jetzt die Hauptschwierigkeit ins Auge fassen, auf
die man bei der Aufstellung einer Strahlungsformel stosst. Sie be-
steht darin, dass nach den gewohnlichen Vorstellungen der Ather
ein Kontinuum ist und daher unendlich viele Freiheitsgrade be-
sitzt. Nun gibt es einen (im vierten Vortrag schon erwéhnten) Satz
der statistischen Mechanik, der folgendes besagt. Wenn zwei Ge-
bilde, denen die Anzahlen a und b der Freiheitsgrade zukommen,
im Wérmegleichgewicht sind, so vertedit sich die kinetische Ener-
gie auf sie im Verhaltnis a : b. Dieser Satz git fiir alle Systeme,
die den Gleichungen der Mechanik, oder, was dasselbe ist, dem
HAMILTONschen Prinzip gehorchen. Da sich nun, wie in der ersten
Vorlesung ausgefiihrt wurde, das HAMILTONsche Prinzip auch in
der Elektronentheorie aufstellen lasst, wobei die elektrische Ener-
gie der potentiellen, die magnetische der kinetischen entspricht,
so gehort der Ather zu den Systemen, wo jener Satz giit; die An-
zahl seiner Freiheitsgrade ist aber unendlich, so dass er, wenn er
mit einem ponderablen Koérper im Wérmegleichgewicht ist, alle
Energie aufnehmen muss. Dann wiirde im Gleichgewicht die
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Temperatur des ponderablen Kdrpers absolut Null sein, und das
ist offenbar unmdglich. Es muss in Wirklichkeit ein endliches
Verhéltnis zwischen der Energie des Athers und der Materie im
Gleichgewicht bestehen, aber man kann das von den angenom-
menen Grundlagen aus nicht erklaren.
Es muss also eine ganz neue Hypothese gemacht werden: das
iLTONsche Prinzip darf auf die Strahlung nicht anwendbar
sein. Die Hypothese soll nun in der Einfihrung des von Pranck
ersonnenen Energieelementes bestehen. In der PLANCKSschen Theo-
rie wird angenommen, dass es in den ponderablen Korpern ,,Reso-
natoren gibt, die den Austausch der Energie zwischen den Mole-
tlen und dem Ather vermitteln, und Uber diese Resonatoren
wird die Annahme gemacht, dass sie die Energie nicht in unend-
¢ kleinen Abstufungen, sondern nur in endlichen Mengen, den
Energieelementen, aufnehmen kénnen. Die Grosse dieser Elemen-
te &ngt nach Pranck noch von der Schwingungszahl (pro Zeit-
ein eit) v ab und ist gleich hi zu setzen, wo h eine Konstante ist;
anac zeigen Resonatoren von grosser Schwingungszahl eine be-
son ere Habgier nach Energie (wobei es ihnen dann beim Aus-
ausc der Energieelemente geschehen kann, dass sie besonders
wenige davon bekommen). Aus dieser Annahme ergibt sich nun in
er LANCKschen Theorie die Energiedichte der schwarzen Strah-
ung zwischen den Frequenzen v und v -J- dv folgendermassen:

8tuav3 1
c3 j dw

die Konstante k hangt mit der mittleren kinetischen Energie eines
vaasmolekils zusammen.
Eine Ableitung dieser Formel soll im letzten Vortrage gegeben
wer en, wahrend heute die mannigfachen Konsequenzen und
er gemeinerungen der Hypothese der Energieelemente bespro-
chen werden mdgen.
Die Herren Einstein und Stark sind ndmlich Uber Pranck
ausgegangen und nehmen die Energieelemente nicht nur bei
er u ahme und Abgabe der Energie durch die Resonatoren an,
son ern schreiben ihnen auch selbstindige Existenz im Ather zu.
on en Erscheinungen, die sich hierdurch erklaren lassen, wol-
en wir auf den lichtelektrischen Effekt naher eingehen. Bekannt-
entweichen aus hochpolierten Metallplaten bei Bestrahlung



ALTE UND NEUE FRAGEN DER PHYSIK 239

mit ultraviolettem Lichte Elektronen von ganz bestimmter Ge-
schwindigkeit. Die nahere Untersuchung der Erscheinung durch
Lenard Und E. Ladenburg ergab, dass die Geschwindigkeit der
Elektronen nur von der Frequenz, nicht von der Intensitéat des
Lichtes abhangt, wéhrend die Anzahl der erzeugten Elektronen
von der Lichtintensitat beeinflusst wird. Woher rihrt nun die
Geschwindigkeit der Elektronen? Man wird zunéchst an die Tem-
peraturbewegung der Elektronen im Metall denken. In dieser Hin-
sicht ist bemerkenswert, dass nach den Untersuchungen von Ri-
chardson die bei hohen Temperaturen ohne Bestrahlung aus dem
Metall entweichenden Elektronen eine kinetische Energie von
derselben Gréssenordnung wie die der Molekiile haben; dies zeigt
sich darin, dass Richardson aus seinen Messungen den Wert der
Gaskonstanten ableiten konnte. Was den lichtelektrischen Effekt
betrifft, ware es nun denkbar, dass das Licht nur auslosend wirkt
und dass die in Freiheit gesetzten Elektronen, bevor sie das Metall
verlassen, infolge der Warmebewegung ihre Geschwindigkeit er-
halten. Aber die beobachteten Zahlen sind dieser Auffassung un-
gunstig. Denn die kinetische Energie der lichtelektrischen Elek-
tronen ist schon unter gewdhnlichen Umsténden fiinfmal so gross
als der Warmebewegung entspricht, ferner hat Ladenburg ge-
zeigt, dass die Geschwindigkeit bis 800° unabh&ngig von der
Temperatur ist.

Will man daran festhalten, dass dem Licht nur eine ausldsende
Wirkung zukommt, so muss man sich nach andern Ursachen fir
die Geschwindigkeit umsehen, indem man etwa die Aussendung
der lichtelektrischen Elektronen mit der Ausstrahlung der B-Teil-
chen des Radiums in Parallele setzt.

Eine davon ganz verschiedene Auffassung ist die, dass die
Energie der Elektronen direkt aus der des Lichtes stammt. Ein-
stein wendet auf diesen Vorgang seine Lichtquantenhypothese
an. Ein einzelnes Lichtquantum hat gentigende Energie, ein Elek-
tron aus dem Metall zu befreien und ihm seine Geschwindigkeit zu
verleihen. Daraus folgt, dass auch schwaches Licht den Elektro-
nen dieselbe Geschwindigkeit verleihen kann wie starkes von der-
selben Frequenz, denn bei schwachem Licht wird nur die Anzahl
der Quanten und somit die Anzahl der erzeugten Elektronen Klei-
ner, wahrend jedes Quantum seine Energie an ein einzelnes Elek-
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tron abgibt. Auch die numerischen Werte sind mit dieser Hypo-
these vereinbar. Setzt man nédmlich nach Pranck

h=265 X 10=<27
und nimmt fir ultraviolettes Licht
v= 1,03 X 1015

so erhélt man
Av = 6,7 X 10—12 Erg;
fGeschwindigkeiten, wie sie bei den Messungen von Lenard
h&ufig vorkamen, ergibt sich andrerseits die Energie eines Elek-
trons zu
3 x 10~13 Erg,
sie ist also erheblich kleiner als das Energieelement. Daher hat ein
uantum ausreichende Energie um nicht nur dem Elektron seine
esc wmdigkeit zu geben, sondern auch, um bei seiner Losldsung
Arbeit zu leisten. Bezeichnen wir diese Arbeit mit P und die der
ustnttsgeschwindigkeit entsprechende Spannungsdifferenz mit
P, sO muss
Av=1¢0 - p
sein, wo e die Elektronenladung ist. Hier wird P nicht von v, son-
em nur von dem benutzten Kdérper abhangen. Es ergibt sich
a oeme lineare Gleichung zwischen v und O, und auch diese hat
aas Experiment bestatigt.
T™tzdem kéh der Redner die Lichtquantenhypothese fur un-
og ic , wenn die Quanten als vollig inkoharent angesehen wer-
n, eme nnahme, die offenbar die natirlichste ist und die auch
Planck macht.
ie Unmdglichkeit der inkoh&renten Quanten folgt aus der Be-
ac ung der Interferenzerscheinungen. Lummer und Gehrcke
a en namlich noch Interferenzen bei 2 Millionen Wellenlédngen
asen i erenz beobachtet; das entspricht bei gelbem Licht
i- ,erT VOn e*“iem Meter. Wenn jedes Quantum fur sich deut-
e n e erenzengeben soll, misste es sich also in der Fortpflan-
dder e'ne solche Lange erstrecken. Aber auch die
eroihf & usde”nun” der Quanten miisste betrachtlich sein; das
gi tsich aus der Beugungstheorie der optischen Instrumente.
hi++ 6 Llcht*uantum seitlich z.B. nur ! cmz bedecken, so
es 0 enbar keinen Sinn grosse Fernrohrobjektive herzustel-
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len, denn es wirde fiir jedes Quantum nur ein Tel der Objektiv-
0ffnung bei der Biiderzeugung benditzt werden; andrerseits ist es
wohl bekannt, dass man durch grosse Objektive die Deutlichkeit
der Biider steigern kann. Also misste ein Lichtquantum mindes-
tens so gross sein, wie die gréssten Fernrohrobjektive, und da es
unwahrscheinlich ist, dass sich das Volumen des Quantums nach
unsem Instrumenten richtet, wird man es sich noch erheblich
grosser vorzustellen haben. Dann kénnten aber durch eine kleine
Offnung, etwa die Pupille des Auges, nur Teile von Quanten ein-
dringen und da nach der Hypothese bei der Absorption auf der
Netzhaut nur volle Quanten aufgenommen werden konnten,
miussten die Teile sich dabei wieder zu ganzen Quanten zusammen-
fiigen. Ubrigens zeigt schon die Betrachtung der einfachsten In-
terferenzerscheinungen, wie die NEWTONschen Ringe, dass die
Quanten jedenfalls tetbar sein mussten, weil dabei der Strahl
durch Reflexion in zwei Tele zerlegt wird, die verschiedene Wege
gehen und schliesslich zur Interferenz gelangen.

Wegen dieser Schwierigkeiten hat Stark die Hypothese abge-
andert: die Lichtguanten sollen regelméssige Aggregate biden, in
denen Kohérenz herrscht. In der Tat ist dieser Weg gangbar, doch
mussten viele Resultate der alten Optik fallen gelassen werden,
wenn man daran festhalten will, dass die einzelnen Quanten nur
nebeneinander existieren kdnnen und unzerstérbar sind. Teut
sich, etwa bei der Reflexion an einer ebenen Flache, ein Quanten-
biindel in Tele, deren jeder das Volumen des urspriinglichen Biin-
dels hat, so musste das Gefiige des Quantenaggregates im reflek-
tierten und im gebrochenen Licht lockerer geworden sein, indem
einige Quanten hindurchgehen, andre zurtickgeworfen werden.
Es entstehen dabei Fragen ahnlich wie bei der NEWTONschen
Emissionstheorie.

Lorentz mdchte den heuristischen Wert dieser Hypothese zwar
nicht bestreiten, aber die alte Theorie so lange als mdéglich ver-
teidigen.

Stark hat auch Versuche dartiber angestellt, wie die L&nge
eines solchen Quantenaggregats von der Lichtquelle abhéngt;
dazu hat er Interferenzen bei hohen Gangunterschieden von Licht
verschiedener Intensitéat beobachtet. Doch ist es nicht notwendig
bei der Deutung dieser Versuche an Quanten zu denken; auch in

der gewohnlichen Lichttheorie werden Ziige regelmassiger Wellen

Lorentz VII 16
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nur eine gewisse, moglicherweise mit dem Ursprung des Lichtes
veranderliche Lange haben.

Es ist noch zu erwéhnen, dass J. J. Thomson durch die Be-
trachtung der lichtelektrischen Effekte zu einer der Quantentheorie
&hnlichen Hypothese gefiihrt worden ist; da bei einer glatten Front
der Lichtwelle die an eine Stelle gelangende Energie in schwachem
Lichte nicht ausreichen wiirde um einem Elektron seine Geschwin-
digkeit zu geben, nimmt er die Wellenfront als ungleichmassig an,
indem die Energie stellenweise angehauft ist (patches of light).

Aus dem Gesagten geht hervor, dass die Quantenhypothese be-
sonders durch die Erscheinungen gesttitzt wird, bei denen es den
Anschein hat, dass zur Hervorbringung des Effekts in einen be-
stimmten Punkt eines Koérpers eine endliche Energiemenge ge-
bracht werden muss. So wird man auf die Frage gefuihrt: Kann
ein gewohnliches, nicht aus Quanten bestehendes Lichtbindel
eine endliche Menge Energie, von der Grdsse eines Energieelemen-
tes an ein Elektron abgeben?

In dem Lichtbilndel bestehe in der Richtung der x-Achse die
elektrische Kraft acosnt. Diese wirke auf ein Elektron von der
Masse m und der Ladung e, das durch eine quasielastische Kraft

vom Betrage fx an seine Gleichgewichtslage gebunden sei. Dann
lautet die Bewegungsgleichung des Elektrons (die Ubrigens den
Mathematikern noch manche Frage darbote):

m a2 = —fx -F eacosnt -f ez dH
dtz 67cca  dts

das letzte Glied riihrt von der Strahlungsdampfung her. Wir wol-
len es so einrichten, dass das Elektron méglichst viel Energie dem
Lichtstrahl entnehmen kann; das wird nattrlich der Fall sein,
wenn Resonanz besteht, d.h. wenn
/ = mn2

Dann erreicht das Elektron schliesslich eine Amplitude, die der
des einfallenden Lichtes proportional ist; die Energie des Elek-
trons wird gleich der in einem gewissen Volumen befindlichen
Energie des auffallenden Lichtblndels, und unter Benltzung der
Formel fir die elektromagnetische Masse des Elektrons (vgl.
1. Vortrag S. 209) wird dieses Volumen gleich

3Xa

Qn3R
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Es fragt sich, ob diese Energie den Wert des PLANCKschen Ener-
gieelements erreichen kann. Damit dies der Fall ist, muss die
Intensitat, wie man berechnen kann, fiir gelbes Licht in absolu-
tem Masse

J = 93 000

pro sec und cmz betragen. Nun ergibt sich aus der Solarkonstan-
ten die Intensitat in starkem Sonnenlichte zu

J = 2000 000.

Ware das Sonnenlicht monochromatisch, so ginge es also. Aber
einmal ist es das nicht, sodann kann man die Beobachtungen mit
ungeheuer viel schwécherem Lichte machen, etwa mit der Inten-
sitat J = 2. Von einem gewdhnlichen Lichtbiindel wird das Elek-
tron also nicht die erforderliche Lichtmenge erhalten, um daraus
ein Energieelement zu absorbieren.

Es liegt das offenbar an dem Vorhandensein eines Widerstan-
des; ohne ihn kdnnte das Elektron naturlich beliebig viel Energie
aufspeichem. Dieser Widerstand, der mit der Ausstrahlung zu-
sammenhangt, braucht nun aber unter Umstanden nicht mit
seinem vollen Werte wirksam zu sein, kann sogar ganz fehlen. Um
dies einzusehen, wollen wir eine ganz andere Frage ins Auge
fassen.

Wenn Licht die Molekiile eines Korpers trifft, wird es dabei ge-
rade so wie in einer Staubwolke zerstreut und dabei geschwécht
(Extinktionskoeffizient); dies hdngt mit dem oben eingefiihrten
Widerstande gegen die Elektronenschwingungen eng zusammen.
Fur die Extinktion in der Luft hat Ray1eign eine Formel ange-
geben, und diese bekommt man gerade wenn man fir jedes Mole-
kil den oben angeschriebenen Widerstand annimmt. Indes muss
man im allgemeinen bei der Berechnung der Zerstreuung die
Wechselwirkung der Molekille beachten. Dies geht schon daraus
hervor, dass, wenn in einer gegen die Wellenlange kleinen Entfer-
nung zwei Elektronen in parallelen Bahnen und mit gleicher Fre-
guenz und Phase schwingen, die von beiden ausgestrahlte Energie
nicht doppelt, sondern viermal so gross wird, als wenn beide ohne
gegenseitige Beeinflussung, schwéngen. Fir jedes Elektron muss
man also, um die Schwingungen in Gang zu halten, die doppelte
Arbeit aufwenden, es erleidet den doppelten Widerstand. Sind
umgekehrt die Phasen beider Elektronen entgegengesetzt, so fin-
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det keine Ausstrahlung statt, also ist auch kein Widerstand vor-
handen. Betrachtet man mm die Fortpflanzung des Lichtes in
einem System von Molekiilen, so findet man, dass bei regelmassi-
ger Lagerung, wie in einem Kristall, kein Widerstand und keine
Zerstreuung vorhanden sein werden. Dass in der Luft das Licht
zerstreut wird, hegt an der unregelméssigen Anordnung der Mole-
kile. Diese ergibt im Mittel fir jedes Molekil denselben Wider-
stand, den ein vereinzeltes Elektron erfahren wiirde. Es bestehen
aber Abweichungen von diesem Mittelwert und es kann in einem
bestimmten Augenblick Teilchen geben, fur welche der Wider-
stand grosser oder Kleiner als der genannte Wert ist. FUr einzelne
Molekile kann er so gut wie Null, oder sogar negativ sein.

Wirde der Widerstand ganz fehlen und wiirde volle Resonanz
bestehen, so wirde die Amplitude des Elektrons ins Unendliche
wachsen proportional der Zeit t, die Intensitat also proportional t2.
Nun folgen sich aber die Lichtwellen nicht unbegrenzt lange
regelméssig aufeinander; beachtet man dies, so bleibt die unend-
liche Anh&ufung der Energie doch bestehen, nur geht sie langsa-
mer vor sich (proportional t). Berechnet man nun die Zeiten, die
nétig sind, um ein Lichtquantum im Elektron aufzuhufen, so ist
das Resultat keineswegs gunstig fur die alte Theorie. Denn wenn
ein regelmassiger, monochromatischer Wellenzug von der Inten-
sitat J auffallt, dann ergibt sich fur die Anzahl der Schwingungen,
die nétig sind, damit die Energie des Elektrons den Wert des
PLANCKschen Energieelements erhélt, der Ausdruck:

as ist bei starkem Sonnenlicht mehr als eine Million. Da sich nun
6c tens einige Milhonen regelmassiger Schwingungen folgen, so
wer en in Wirklichkeit, vorallem bei schwachem Licht, die Zeiten,
e zur Aufnahme eines Quantums nétig sind, recht gross werden,
erdings kénnte man beriicksichtigen, dass auch ohne An-
n. .e V?n ~kktquanten im Lichtbundel stellenweise Unregel-
massigkeiten der Intentistéat, Anhaufungen der Energie bestehen
werden. Dieser Punkt ist noch weiter zu untersuchen, aber vor-
&u ig mussen wir anerkennen, dass die betrachteten Erscheinun-
gen ohne Annahme von Lichtquanten der Erklarung grosse
Schwierigkeiten bieten.
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Zum Schliisse moge eine etwas gewagte Hypothese Uber die
PLANCKschen Energieelemente besprochen werden, die Herr
Erich Haas aufgestellt hat. Es kommt dabei nur die Grdssenord-
nung in Betracht. Man kann, allerdings etwas nachtréglich, einen
Gedankengang konstruieren, durch den man einigermassen na-
turlich auf diese Hypothese gefuhrt wird. Im Jahre 1885 stellte
Exner fest, dass der Brechungsexponent eines Gases mit der
Raumerfiillung desselben zusammenhéngt. Diese Tatsache wiirde
sich theoretisch ergeben, wenn man die Molekiile als leitende Ku-
geln betrachten durfte. Es mdge sich eine leitende Kugel vom
Volumen v in einem homogenen elektrischen Felde E befinden;
dann nimmt sie das elektrische Moment

3 Ev

an. Sind in einem Raume N Kugeln verteilt, so wird in dem Rau-

me die Polarisation
3 EVN

bestehen (wenn man zur Vereinfachung von einer Wechselwir-
kung der Kugeln absieht). Daraus ergibt sich die Dielektrizitéts-

konstante zu
1 + 3vN\

der Brechungsexponent p ist die Quadratwurzel daraus, also an-

genéhert
p=1+]j-vN.

Dieser Wert stimmt, wie Exner bemerkt hat, der Gréssenordnung
nach mit den Messungen Uberein. So hat z. B. fiir Argon der Bre-
chungsexponent bei 0° und 76 cm Hg den Wert 1,00028. Daraus
wirde mit Hilfe unserer Formel Nv = 0,00018 folgen; nun ist Nv
der Teil des Gasraumes, der von den Molekilen eingenommen
wird, und fur diesen findet man nach der van der WAALSschen
Theorie aus den kritischen Daten 0,00036, was der Grdssenord-
nung nach stimmt.

Nun sind die Gasmolekdile gewiss keine leitenden Kugeln und es
erscheint als ein Raétsel, dass sie sich trotzdem so verhalten. Dieses
Rétsel hat J. J. Thomson geldst durch seine kiihne Hypothese
Uber die Struktur des Atoms. Er nimmt an, das Atom bestehe aus
einer positiv geladenen Kugel mit gleichférmig verteilter Ladung,
in deren Innern die negativen Elektronen unter der Anziehung der
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positiven Kugel und ihrer gegenseitigen Abstossung stabile Gleich-
gewichtslagen finden. Bringt man ein solches Atom in ein elektri-
sches Feld E, so bleibt die positive Ladung, die als unveranderlich
betrachtet wird, Gberall gleich dicht, alle Elektronen aber werden
in der Richtung der Kraft E um gleiche Strecken verschoben. Ist
p die Dichte der positiven Ladung, so wird jedes Elektron um
3£/p verschoben, bringt also das Moment 3Ee/p hervor; sind
a Elektronen vorhanden, so erzeugen sie zusammen das Moment
3aEe/p. Da nun bei einem neutralen Atom af gleich der Ladung
pv der positiven Kugel ist, so ergibt sich die Polarisation jedes
Atoms zu 3Ev, wie bei einer leitenden Kugel.

Jetzt ziehen wir eine andere Vorstellung heran. Lenard hat
sich bei seinen Untersuchungen tber die Phosphoreszenz, die ja in
einer Energieaufspeicherung besteht, folgende Anschauung ge-
bildet. Es wird durch das Licht aus dem Molekil des Kdrpers ein
Elektron entfernt (dass solches statthat, daftir sprechen auch die
lichtelektrischen Erscheinungen). Dabei erhélt das Elektron po-
tentielle Energie gegen das Molekl, und das ist eben die aufge-
speicherte Lichtenergie. Die spatere Ausstrahlung erfolgt bei der
Ruckkehr des Elektrons, die unter Schwingungen vor sich geht.
Es ist dies der einzige Fall, wo man den sonst so ,,dunklen” Pro-
zess der Lichtausstrahlung einigermassen versteht.

Diese Vorstellungen, die THOMSONsche Kugel und die Lenard-
sche Theorie der Phosphoreszenz verkniipfen wir nun und gelangen
so zu der Hypothese von Haas.

Wird ein THOMSONsches Atom von Lichtschwingungen getrof-
fen, so werden die Elektronen in Schwingungen versetzt (Resona-
toren). So lange ein Elektron aber in der positiven Kugel bleibt,
findet keine wirkliche Absorption statt, wahrend es wohl zur Dis-
persion und Zerstreuung beitragen kann. Schliesslich kann es Vor-
kommen, dass das Elektron die Kugel ganz verlasst und der freien
Waérmebewegung zum Opfer féllt; dann trate wirkliche Absorp-
tion ein. Damit haben wir ein Gebiide vor uns, das nur bestimmte,
endliche Mengen von Energie, Energieelemente, aufnehmen kann.
Man kann am Argon diese Energie der Gréssenordnung nach be-
rechnen, da man alle nétigen Daten, z.B. das VVolumen eines Mo-
lekiils, die wirkliche Eigenschwingungszahl v, etc. kennt; mann
erhalt

A=40 X 10~2],
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was mit dem Werte der PLANCKschen Konstante der Grdssenord-
nung nach Ubereinstimmt.

Doch stehen dieser Hypothese grosse Schwierigkeiten entgegen.
So muss in der PLANCKschen Strahlungstheorie ein Resonator
auch mehrere Energieelemente aufnehmen kénnen, d. h. es miss-
ten mehrere Elektronen die positive Kugel verlassen kénnen, da-
bei wirden flr jedes Elektron sich leicht etwas verschiedene Ener-
giewerte ergeben und die PLANCKsche Konstante h kénnte nur
einen Mittelwert daraus darstellen. Ferner misste h unabhéngig
von dem Kadrper sein. Dann ist noch folgendes zu bedenken: Bei
der Emission von Licht misste ein Elektron, nicht infolge einfal-
lender Schwingungen, sondern wegen der Warmebewegung, die
Kugel verlassen und dann unter Schwingungen in sie zuriickkeh-
ren. Bei der Absorption miissten umgekehrt, wie gesagt, vor dem
Austritt des Elektrons Schwingungen stattfinden, bei der Riick-
kehr aber nicht. Man muss ndmlich annehmen, dass die aus den
Atomen herausgetretenen Elektronen wieder in dieselben zuriick-
kehren; fande dies mit Schwingungen statt, so wiirde die dem
Lichte entnommene Energie wieder als Licht ausgestrahlt wer-
den. Dass man ohne solche ziemlich sonderbar klingende Annah-
men die Aufnahme und Abgabe des Lichtes in vollen Quanten
nicht erklaren kann, kann uns dbrigens nicht wundem; die An-
nahmen mussen eben die Ungultigkeit des HAMILTONschen Prin-
zipes fir diese Vorgange einschliessen und sich also von den ge-
wohnlichen mechanischen Vorstellungen ziemlich weit entfernen.

Wie schwierig das Verstdndnis der Emission und Absorption
des Lichtes ist, ersieht man auch daraus, dass man in der gewohn-
lichen Absorptionstheorie einen Widerstand von andrer Art als
die in den obigen Gleichungen vorkommende Strahlungsdamp-
fung annehmen muss, der von Helmholtz proportional dxjdt
angenommen wurde und der, wie z.B. auch Voigt hervorhebt,
erheblich grosser als die Strahlungsddmpfung sein muss. Auch in
grossem Abstande von einer Absorptionslinie kdmen dann beide
Widerstdnde zur Geltung und es kdnnte somit die Schwéchung
des Sonnenlichtes in der Atmosphére der RAYLEiGHschen Formel
nicht folgen, was sie doch, auch der absoluten Grésse nach, tut.

Durch die Hypothese von Haas wird das Rétsel des Energie-
elements mit der Frage nach dem Wesen und der Wirkung der
positiven Elektrizitat verkniipft und es mag sein, dass diese ver-
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schiedenen Fragen erst zugleich ihre vollstdndige L&sung finden
konnen.

Sechster Vortrag.

Den Inhalt des heutigen Vortrags wird die Ableitung einer
Strahlungsformel bilden. Dieses Problem ist von mehreren Seiten,
wie z.B. von Herrn Reinganum, in Angriff genommen worden:;
hier soll aber nur von der PLANCKschen Formel die Rede sein.

P1anck nimmt als Vermittler des Energieaustausches zwischen
Materie und Ather Resonatoren, etwa schwingende Elektronen,
an. Es handelt sich dann um die Aufstellung der Gleichgewichts-
bedingungen einerseits zwischen dem Ather und den Resonatoren,
andrerseits zwischen den Resonatoren und den Molekilen. Auf
den ersten Punkt, der keine Schwierigkeiten bietet, soll nicht
néher eingegangen werden; es gentgt, festzustellen, dass die dem
Intervall v, v + dv entsprechende Energiedichte der schwarzen
Strahlung aus der mittleren Energie eines Resonators der Fre-
quenz v durch Multiplikation mit dem Faktor Qnv2dv/c3 entsteht.

Es handelt sich also nur um die Frage: wie bestimmt man die
mittlere Energie eines Resonators der Frequenz v? Da man Uber
den Mechanismus des Energieelementes, wie im vorigen VVortrage
ausgefiihrt wurde, zu wenig weiss, so kann man diese Frage nicht
direkt angreifen; es wurde ja festgestellt, dass sich die Emission
und Absorption eines Energieelementes nicht nach den Gesetzen
der Mechanik, dem HAMILTONschen Prinzip, vollziehen kann.
Daher bleibt nichts tbrig; als zu den Methoden der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu greifen; man wird sich damit begniigen mus-
sen, die wahrscheinlichste Energievertetiung (die Vertetiung gross-
ter Entropie) zu berechnen, von der man annimmt, dass die wirk-
liche von ihr nicht in beobachtbarer Weise abweicht. Zur Dar-
legung der Methode mdége eine Betrachtung aus dem ersten Bande
von Boltzmanns Gastheorie eingeschaltet werden, die Bestim-
mung der Geschwindigkeitsverteilung in einatomigen Gassen.

Hierzu entwirft man das folgende Diagramm. VVom Nullpunkte
O aus werden so viele Vektoren gezogen, als Molekiile vorhanden
sind, und jeder Vektor stellt nach Richtung und Lange die Ge-
schwindigkeit eines Molekils dar; die Endpunkte der Vektoren
heissen ,,Geschwindigkeitspunkte”. Gesucht ist die Verteilung
dieser Punkte tiber das Diagramm.
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Boltzmann zerlegt nun das Diagramm in lauter gleich grosse
Volumelemente. lhre Anzahl sei k, und sie seien von 1 bis k nume-
riert; die Anzahl der Molekile sei n. Eigentlich ist k unendlich
gross, vorlaufig sei es aber als endlich angenommen und der
Grenziibergang (gegen den die Mathematiker vielleicht Bedenken
aussern konnten) werde bis zum Schllsse verschoben. Wie die
Verteliung der Molekile (wie wir kurz statt ,,Geschwindigkeits-
punkte” sagen wollen) Uber die Volumelemente geschieht, soll
nun durch das Los entschieden werden nach folgender Regel. In
einer Urne mogen sich k Arten von Kugeln befinden, die etwa
durch die Ziffern von | bis k unterschieden sind, von jeder Art
gleichviel (es gentigte auch von jeder Art eine Kugel zu haben,
dann musste diese nach jedem Zuge in die Urne zuriickgelegt
werden). Fur jedes Molekil wird eine Kugel gezogen; die Nummer
der Kugel gibt dann an, in welches Volumelement des Diagram-
mes das betreffende Molekil kommen soll. Um alle Molekiile un-
terzubringen, hat man n Ziige zu machen; ihre Gesamtheit soll
ein ,,Versuch” heissen. Derartige Versuche werden nun ausser-
ordentlich oft, N mal, wiederholt; jeder Versuch liefert eine be-
stimmte Vertetiung der Molekiile Uber das Diagramm, und es ent-
steht die Frage: welche unter den Vertellungen ist die wahr-
scheinlichste ?

Zungchst ist die Wahrscheinlichkeit irgendeiner Verteliung zu
berechnen. Es mdgen bei dieser ~ Molekile im ersten, n2 Mole-
kiile im zweiten, usw., nk Molekiile im B-ten Element liegen; es
ist also

%+ + ... +Wc=n.
Dann ergibt sich fur die Wahrscheinlichkeit dieser Verteliung der

Wert
W 1 n\
kn n1\n2\ ... nk!’

Man kann leicht bestatigen, dass die Summe dieser Wahr-
scheinlichkeiten Uber aUe Verteliungen gleich 1 ist. Wirde man
nun ohne weiteres nach dem Maximum von W fragen, so wiirde
man finden, dass es flr nx = n2~ ... = nkeintritt, d.h. fureine
gleichformige Vertetung der Molekiile tGber das Diagramm. In
Wirklichkeit kénnen aber nicht alle mdglichen Vertetiungen ein-
treten, denn die Gesamtenergie des Gases hat einen vorgeschrie-
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benen Wert e. Bedeutet die dem ersten, ez die dem zweiten,
usw., e* die dem B-ten VVolumelement entsprechende Energie eines
Molekils, so besteht also die Bedingung

WIEI + n2z2 +— + =e

Auch wenn man diese beriicksichtigt, kann man mit dem glei-
chen Lotteriespiel auskommen, allerdings wiirde die Ausfiihrung
grosse Geduld erfordern. Denn bei einer grossen Zahl von Ver-
suchen wird sich ein falscher Wert der Energie heraussteilen, und
alle diese Versuche muss man verwerfen; die tbrigen, bei denen
der Energiewert zuféllig stimmt, kann man ,,gelungene Ver-
suchel’ nennen. Auch deren Anzahl kann durch genugend haufige
Versuche noch beliebig gross gemacht werden. Man kann ferner
leicht einsehen, dass die Wahrscheinlichkeiten der gelungenen
Versuche den vorhin berechneten Zahlen W zwar nicht gleich,
aber proportional sind. Es kann namlich offenbar die Summe der
Zahlen W, erstreckt nur Uber die ,,gelungenen Versuche™, nicht
mehr gleich 1 sein; hat sie den Wert A/kn, so ergibt sich fir den
gelungenen Versuch die Wahrscheinlichkeit

A ntl n2l........ nh\’

Unter diesen Zahlen, wobei A und n konstant sind, hat man
die grosste auszuzuchen; man hat also den Nenner, oder, was auf
dasselbe herauskommt, den Logarithmus des Nenners zu einem
Minimum zu machen.

Hier ist noch eine Bemerkung einzuschalten. Gesetzt, das Maxi-
mumder Wahrscheinlichkeit trete fiir die Vertetiung nl0, n20, .., nk0
ein, so darf man nicht behaupten, es sei sehr wahrscheinlich,
dass sich bei dem Lotteriespiel gerade genau dieses Wertsystem
ergibt, sondern nur, dass sich eiii von diesem Wertsystem nur
wenig verschiedenes ergibt; die Abweichungen werden in den
Grenzen Vwio> V"ao» ees» V/nko eingeschlossen sein. Fur grosse

Werte der Zahlennl0, nX), ...,  werden die Abweichungen rela-
tiv geringfligig sein.
Ehe wir die Verteilung ndfl ..., nkQ wirklich berechnen, wollen

wk eine Verallgemeinerung vornehmen. Dabei ist es angebracht,
die Benennungen der mehrdimensionalen Geometrie zu verwen-
den. Zu einem Gebrauch dieser Ausdrucksweise werden die Phy-
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siker ja immer mehr und mehr gefiihrt; es sei nur an die Mechanik
von Hertz erinnert, ferner an die in der physikalischen Chemie
gebréauchlichen Methoden, bei denen das thermodynamische Po-
tential durch eine Flache nicht nur im Raume von drei, sondern
neuerdings bei Betrachtungen Uber das Gleichgewicht in Syste-
men mit einer grosseren Zahl von Komponenten, auch von vier

oder mehr Dimensionen dargestellt wird.
Das Gas moge aus beliebigen, mehratomigen Molekilen beste-

hen; jedes derselben sei ein System, das den Gesetzen der Mecha-
nik genugt. Seien qv @2,..., qa die LAGRANGEschen Koordinaten
eines Molekils, pv p2,..., P$ die entsprechenden Bewegungsmo-
mente. Diese 2s Grossen deuten wir als Koordinaten in einem
2s-dimensionalen Raume; dann kann man in genau derselben
Weise, wie vorher bei drei Dimensionen, das Verteliungsgesetz
bestimmen, indem man den 2s-dimensionalen Raum in k gleiche
Volumelemente zerlegt und durch das Los entscheidet, wie viele
Molekdile in jedem Elemente zu hegen kommen. Man erhélt die-
selbe Formel fiir die Wahrscheinlichkeit, und es ist wieder die ge-
samte, hier aus potentieller und kinetischer bestehende Energie e

als gegeben zu betrachten.

Fir grosse Werte von nv n2, ..., nk kann man, wenn man im
Produkt konstante Faktoren fortlasst, usw. nach der Stir-
LiNGschen Formel ersetzen durch wini+1/2 usw., oder, da \ klein

gegen nv usw., auch durch »Jl, usw.
Danach wird die Grosse, die man zu einem Minimum zu machen

hat,
H — nxlognt +-—- + »* log »*.
Die Variation davon muss verschwinden:

Stf = (I -f lognj s»! -F-—+ (1 -f log»*) S»* = 0.
Zwischen den Variationen S»If ..., 8nk bestehen die Nebenbedin-
gungen

SWj -}-eee 4% &»* * o
ei Sttj 4- + o« + e*8»* =0,
Daraus ergibt sich leicht
nx = Ce-4“, X =1, ... k,
wobei C, | Konstanten sind.
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In dieser Formel sind sowohl das MAXWELLsche Verteilungsge-
setz, als auch die BoLTZMANNSsche Verallgemeinerung desselben
flr mehratomige Gase, unter Beriicksichtigung ausserer Krafte,
enthalten.

Man findet aus dieser Verteilungsformel leicht, dass bei einem
einatomigen Gase die mittlere kinetische Energie eines Molekiils
3/21 betrégt.

Wir fassen jetzt zwei Gase, a und b, ins Auge, die im Wa&rme-
austausch stehen; sie seien etwa durch eine Metallwand getrennt,
die so dunn ist, dass man von der in ihr enthaltenen Energie ab-
sehen kann. Jedem der Gase kommt eine gewisse Energie eabzw. zh
zu, deren Summe za -j- zb = e vorgeschrieben ist; es erhebt sich
die Frage, wie sich die Energie auf beide Gase verteit. Um sie
zu beantworten, kénnte man so Vorgehen, dass man erst za und zh
willkurlich annimmt und die Wahrscheinlichkeit der Vertetun-
gen in jedem Gase fur sich berechnet; sind die Maximalwerte die-
ser Wahrscheinlichkeiten Wa and Wh, so wird die Wahrscheinlich-
keit der vorausgesetzten Vertetiung der Energie auf beide Gase
WaWh sein, und man hétte das Maximum hiervon aufzusuchen.
Doch wiirden sich auf diesem Wege Schwierigkeiten ergeben, weli
man berlicksichtigen muss, dass der oben eingefiihrte Faktor A
noch von der Energie des betreffenden Gases abhangt.

Ein anderer Weg, der bequemer ist, ist der, dass man auf ein-
mal durch das Los die Verteliung fur beide Gase zugleich be-
stimmt. Das Gas a mdge na Molekiile, das Gas b mdge nb Molekdile
haben, so dass

na+ «5=0n
ist. Jedem Gase kommt ein Geschwindigkeitsdiagramm zu, das
wir in k bezw. k' gleiche Volumelemente zerlegen. Jedem Element
entspreche eine Kugel; diese k -f- k' Kugeln legen wir in eine
Urne. Fir jedes Molekil wird ein Zug getan und nach dem Zuge
die Kugel zurlickgelegt. Eine grosse Anzahl Zuge aber werden von
vornherein als unbrauchbar verworfen, ndmlich jedesmal, wenn
bei einem Zlige fir ein Molekl des ersten Gases eine Kugel her-
auskommt, die einem Molekil des zweiten Gases entspricht, und
umgekehrt. Hat man fiir alle n Molekiile einen brauchbaren Zug
getan, werden diese Kombinationen noch immer keinen ,,gelun-
genen Versuch” darstellen, ausser wenn auch die Gesamtenergie
gerade den richtigen Wert bekommt. Man sieht, dass nur ein lei-
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denschaftlicher Spieler genugende Geduld aufbringen wird, um

eine grosse Anzahl gelungener Versuche fertigzustellen.
Die Wahrscheinlichkeit eines gelungenen Versuches, bei wel-

chem die Verteliung der beiden Gase (ber ihre Geschwindigkeits-

diagramme durch die Zahlennv n2, - _nk bezw. n{,n2, ..., nk’
ausgedriickt wird, ergibt sich leicht proportional zu
nl

nx\ ... nk\n[\... nkA

Der Logarithmus des Nenners, oder, wie man auch sagen kann,
die Grosse
H= lognx-f- ... + nklognk +n{logn[ + .... +n#log ViUt

ist zum Minimum zu machen unter Berlicksichtigung der Neben-
bedingungen

»+n2+ ... +nk=na
K+n2+ vee :V
niH + +nkzk+ el +n2ex+ or - NREF

Daraus ergibt sich fiir jedes Gas dasselbe Vertetiungsgesetz wie
fur ein einzelnes; die Gleichgewichtsbedingung aber besteht darin,
dass die mittlere kinetische Energie 3/2/ flr beide Gase den glei-

chen Wert hat. ] ]
Unsere Betrachtung hat uns zu gleicher Zeit das Boltzmann-

sche #-Theorem geliefert.
Diese Metho egwenden wir dazu an, das Gleichgewicht zwi-

schen den PLANCKschen Resonatoren und den Molekilen zu fin-
den. Die von Pranck gegebene Ableitung seines Gesetzes ist von
dieéem Wege etwas ve‘s&hileden. .

s mogen n' Gasmolekile und n Resonatoren von einer be-
stimmten Frequenz v vorhanden sein, flr welche das Energie-

element g einen_bestimmten Wert besitze. o
Dem Cq:ase ekonnen wir nun wieder ein Geschwindigkeitsdia-

ramm, mit k' Volumelementen zuordnen. . _ . L .
g ggl den Resonatoren unterscheiden wir k Félle (Ubrigens wird
die Zahl k ebenso wie k' schliesslich unendlich gross): Im 1. Falle
soll der Resonator nichts erhalten, im 2. Falle soll er ein Energie-

element erhalten, im 3. Falle zwei Energieelemente usf., im letz-
ten, B-ten Falle kK — ! Energieelemente.
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Die Verteilung bestimmen wir wieder durch das Los. In der
Urne befinden sich k' + k Kugeln; ein Zug fur ein Gasmolekul
hat nur Gultigkeit; wenn eine der ersten k' Kugeln herauskommit,
ein Zug fur einen Resonator nur, wenn eine der letzten k Kugeln
herauskommt. Ausserdem werden noch alle Zige verworfen, bei
denen die Gesamtenergie nicht stimmt. Daraus geht hervor, dass
die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Resultates denselben
Ausdruck haben muss, wie oben bei zwei Gasen. Sind also
«i,«2» ++ nkdie Anzahlen der Gasmolekiile, die bei einem Ver-
suche den verschiedenen Elementen zukommen, nv n2, .. .,nkdie
Anzahlen der Resonatoren, fiir welche sich die verschiedenen Félle
ergeben, so ist die Grosse, die ein Minimum werden soll:
H=n{log*a—+-— + nk log rIK + nxlog nx -f ... + nk\ognk.

Die Nebenbedingungen lauten hier:

ni + o0~ rix = i,
»i +-—+ nk = n,
%E + ....nkzk -j-{n2+2nz+ .... - [k— 1) nk}qg=-e
H wird zum Minimum fir die Verteliung
ny. = C X'=1, ...,
nx==C X=1 ..., kK

wo C, C', | Konstanten sind.

Fur diesen wahrscheinlichsten Zustand berechnen wir jetzt die
mittlere Energie eines Gasmolekiils und die eines Resonators. Fir
erstere findet man leicht 3/2/. Letztere ist offenbar gleich

w2 -f- 2nz - ... f- (kK— Dwi

ni +n2+ 10 Nk
setzt man hier die fiir nx gefundenen Werte ein, so erhélt man in
Zahler und Nenner einfache Reihen, die fir k = ® gehérig kon-
vergieren, und der Ausdruck geht Gber in

Y
e*— 1

Nun ist die mittlere Energie eines Gasmolekils der absoluten
Temperatur proportional; Planck setzt

also
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Nimmt man ferner das Energieelement proportional der Schwin-
gungszahl v an, g = Av, so findet man schliesslich flr die mittlere
Energie eines Resonators die PlanckscA" Formel

Av
efkT — 1 !

Es ist nicht zu leugnen, dass in dieser Ableitung eine gewisse
Willkir steckt; denn man kann ein solches Lotteriespiel nach ver-
schiedenen Grundsatzen einrichten. Man erkennt diese Willkir
auch aus folgendem Umstande. Nach unseren Betrachtungen stellt

g
el*—1

die mittlere Energie eines Gebildes vor, das Energie nur in vollen
Portionen q aufnehmen kann; man konnte erwarten, dass man
hieraus die mittlere Energie eines Gasmolekiils bekdme, wenn man
g unendlich Kklein werden lasst, in der Tat erhadlt man aber dann in
der Grenze 13 statt des richtigen Wertes 3/21. Die bestimmte An-
nahme, die wir tber die Verlosung gemacht haben, ist also theo-
retisch nicht zu begrtinden; sie ist ein Notbehelf, der nicht zu um-
gehen ist, weil wir die wirklichen Vorgange nicht kennen.

Eine andere Einkleidung dieser Theorie kann man mit der sta-
tistischen Mechanik von Gibbs gewinnen. Um zu bestimmen, wie
sich bei einer gegebenen Temperatur ein Kdrper (etwa ein Gas)
verhalt, der auch unter der Wirkung &usserer Kréfte stehen kann,
denkt sich Gibbs das System sehr viele Male wiederholt; so erhalt
er ein ganzes Ensemble von gleichbeschaffenen Systemen, wobei
er aber alle moglichen Zusténde zuldsst. Das ganze System habe
s Koordinaten q und s Bewegungsmomente p, wo die Zahl s unge-
heuer gross ist; jedem Zustand entspricht dann ein Punkt im
2s-dimensionalen Raume qv ..., pa

Gibbs betrachtet nun eine ganz bestimmte Verteilung der
Punkte in diesem Raume, die er ein ,kanonisches Ensemble”
nennt; dasselbe wird so definiert, dass die Anzahl der Systeme, die
in einem Element d\ des 2s-dimensionalen Raumes liegen, gleich

T-e
Ne O d\
ist, wo N die Anzahl aller Systeme und e die Energie eines Systems
ist. Von den Konstanten ¥F, O spielt die letztere die Rolle der
Temperatur. In diesem Verteliungsgesetz ist die Hypothese ausge-
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driickt, dass Systeme von sehr grosser Energie wenig Vorkommen.

Man kann nun die Annahme machen, dass irgendeine physika-
lische Grosse (z.B. die Anzahl der Molekile in der unteren Halfte
des Gasraumes) durch den Mittelwert Uber alle Systeme des
Ensembles gemessen wird. Auf diese Weise bekommt man in der
Tat alle S&tze der kinetischen Gastheorie; zwar ist die Methode
kilhn — denn sie l&sst sich hdchstens plausibel machen, nicht be-
weisen —, aber sie hat den Vorteil, dass man prinizipiell jedes Pro-
blem des thermischen Gleichgewichts 16sen kann. Man hat sie auf
viele Erscheinungen, z.B. auf dissoziierte Gase, auf die Magneti-
sierung eines Kdorpers usw., angewandt, und man ist in allen un-
tersuchten Fallen zu richtigen Resultaten gekommen.

Wendet man die GiBBsche Methode auf den Fall der Strahlung
an, so wird man ein kanonisches Ensemble konstruieren missen,
dessen Systeme aus dem ponderablen Korper samt den Resona-

toren der Frequenz v bestehen; fir die Verteilung kann man den
Ausdruck
T—s—(n+rt+..)g

Ne 9 dk
annehmen, wo e die Energie des ponderablen Kérpers allein ist
und rlt r2, ... die Anzahlen der Energieelemente bedeuten, die

auf den ersten, zweiten usw. Resonator fallen. Berechnet man
wieder die mittlere Energie eines Molekiils des Korpers und eines
Resonators, so gelangt man zur PLANCKschen Formel.

Wenn die beiden Methoden auch verschieden aussehen, so han-
gen sie doch zusammen. Das Bindeglied ist das, was Gibbs €in
,mikrokanonisches Ensemble” nennt, ein Begriff, der mit der
BoLTZMANNSschen ,,Ergode” identisch ist.

Das mikrokanonische Ensemble erhélt man als Grenzfall aus
dem kanonischen. Man kann namlich in einfachen Féllen bewei-
sen und in andern — glauben, dass, wenn die Anzahl der Bestim-
mungssticke sehr gross ist, alle die Systeme reprasentierenden
Punkte in der Nahe einer Flache, ndmlich e = const, des 2s-di-
mensionalen Raumes zusammengedrangt sind. Denkt man sie
sich wirklich nur auf dieser (2s r— 1)-dimensionalen Mannigfaltig-
keit in geeigneter Weise verteilt, so hat man eine ,,mikrokanoni-
sche” Verteilung vor sich; hier ist allen Systemen dieselbe Ener-
gie e vorgeschrieben.

Dieses mikrokanonische Ensemble aber ist nun der ersten.
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BoLTZMANNSschen Betrachtungsweise aquivalent. Betrachtet man
namlich z. B. ein einatomiges Gas von n Molekilen, und achtet
man nur auf die Geschwindigkeitskomponenten, nicht aber auf die
Lagen, so entspricht nach der BoLTZMANNschen Methode jedem
Versuche eine bestimmte Verteilung der n Molekiile auf die
k Volumelemente des dreidimensionalen Geschwindigkeitsdia-
gramms. Statt dieses einen zeichnen wir nun aber n Diagramme,
fr jedes Molekill eins, derart, dass jedes Diagramm nichts weiter
zeigt, als in welchem Volumelemente das betreffende Molekiil bei
dieserVerteilung liegt. Alle diese n dreidimensionalen Rd&ume fassen
wir nun zu einem 3w-dimensionalen Raume zusammen, dessen
»Projektionen” sie bilden. Das ist dann der GiBBSsche vieldimen-
sionale Raum, denn in ihm wird offenbar eine Verteilung, d. h. der
Zustand des ganzen Systems, durch einen einzigen Punkt charak-
terisiert. Das Volumelement von Gibbs ist das Produkt von n
BoLTZMANNschen Volumelementen. Um jetzt ein mikrokanoni-
sches Ensemble zu bekommen, hat man nur die Verteilungen als
gultig anzusehen, wo die Energie den richtigen Wert hat; die
zugehorigen Punkte liegen also im 3w-dimensionalen Raume auf
der Flache e = konst, und wenn wir bei unserem Lotteriespiel die
Wahrscheinlichkeit jeder Kombination, die das richtige e gab, als
gleich gross angesehen haben, so luft das darauf hinaus, dass
zwischen den Anzahlen der Systeme, die den verschiedenen Ele-
menten der e-Flache entsprechen, gerade die Verhéltnisse be-
stehen, die fir ein mikrokanonisches Ensemble charakteristisch
sind. Das ist der Zusammenhang zwischen den Methoden von
Gibbs UNd Boltzmann.

Bei alledem muss es das Ziel bleiben, die Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen durch die Betrachtung der realen VVorgénge zu er-
setzen, wie denn auch Bortzmann sein .//-Theorem bewies, indem
er zeigte, dass die Grosse H wirklich immer ihrem kleinsten Werte
zustrebt. Ferner bleibt die Aufgabe, die Proportionalitat des
Energieelements q mit der Frequenz v zu verstehen; dass keine
andere Annahme, etwa q proportional v2, zuldssig ist, folgt daraus,
dass die pLANCKsche Formel dann nicht das WiENsche Verschie-
bungsgesetz ergeben wiirde.

Es bleiben fir die Zukunft noch manche Ratsel zu Igsen.

Lorentz VII 1



