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Uber zwei bekannte Einwinde gegen das Boltz-
mannsche H-Theorem.

Von Paul u. Tatiana Ehrenfest.

§ 1. In der iiblichen Formulierung besagt
das /H-Theorem: Wenn .ein sich selbst iiber-
lassenes kinetisches Gasmodell im Laufe seiner
Bewegung die Zustinde

ST e (A)

zu den Zeiten 7, 75,... 1,... durchliuft, so
gelten fiir die konsekutiven Werte der Grofle
H die Ungleichungen:

o S S

Die Grofle /7 verhalte sich wie die negativ ge-
nommene Entropie.

§ 2. Der Loschmidtsche Umkehrein-
wand.!) — Vorbemerkung: Fiir zwei Zustinde
Z. und Z', mégen alle Molekiile 1. gleiche
Lagen, 2. entgegengesetzt gleiche Geschwindig-
keiten besitzen. Dann ist

B = (2)
Das kinetische Gasmodell ist ein konser-
vativ mechanisches System. Ist es somit einer
Bewegung fahig, die die Zustandsreihe (A)
bringt, so ist es genau ebenso einer Bewegung
oy P R e i (B)
Bei dieser Bewegung ist wegen (2)

und (1):

vou o Bl B S (3)

Zu je einer Bewegung des Modelles,

bei der A/ von H, auf /H, abnimmt, 14t

sich durch Umkehrung eine Bewegung

angeben, fiir die /7 in genau umgekehr-
ter Weise von A, zu H, anwichst.

fahig.

- § 3. Der Zermelosche Wiederkehr-
einwand. 1") Herr Zermelo hat durch Heran-
ziechung eines mechanischen Theorems von

Poincaré bekanntlich gezeigt: Das iibliche
kinetische Modell eines vollstindig und
dauernd isolierten Gases verhilt sich
quasiperiodisch,

Die Bewegung des Modelles liefere von Z,
bis Z, die Zustandsfolge (A), bei der Z von
einem relativ hohen Wert /7, auf einen kleineren
Wert™/, absinkt. Es wird dann nach einer
'endlichen") (wenn auch enorm langen) Zeit
in der ungestort weiterlaufenden Bewegung eine
Zustandsfolge
©

1) Loschmidt, Wien. Sitzungsber. II, 78, 139, 1876.
— Ferner Briefe von Culverwell, Burbury, Watson,
Larmor, Bryan, Fitzgerald und Boltzmann in der
nNature' B1, 31, 78, 152, 175, 221, 293, 319, 413, 1894/95.
. 2) Zermelo, Wied. Ann. 57, 485, 1896; 59, 703, 1896 ;
L!leSe Zeitschrift 1, 317, 1900; Jahres-Ber. d. Math, Vereini-
S. 232, 1906.
. 3) Beziiglich der Einschriinkungen dieser Aussage ver-
weisen wir auf die Zitate der vorigen Anmerkung.

(1) !

vorkommen, die in allen Daten beliebig nahe
mit (A) iibereinstimmt. Es werden dann die

H-Werte
S Y Y ) e (4)
durchlaufen, wo (/) sehr nahe gleich A. ist.
Wegen H, > /1, und (H,) nahe gleich A, folgt
(H)>H, . 7 A

Im Verlauf der Bewegung von Z, bis (7))
hat also entgegen der obigen Formulierung
des /-Theorems die Funktion /A groBere
Werte angenommen. — Das quasiperiodische
Verhalten des isolierten Gasmodells zeigt:

Das H-Theorem in obiger Formulie-
rung kann nicht richtig sein.

§ 4. Boltzmanns Standpunkt gegen-
iiber diesen beiden Einwidnden.!) — Der
Kalkiil des //-Theorems stiitze sich ausdriicklich
auf gewisse Wahrscheinlichkeitsansitze. Die so
gewonnenen Ungleichungen (1) sind dement-
sprechend in folgendem Sinn zu verstehen:
Man fasse die Gesamtheit aller mechanisch méog-
lichen Bewegungen des Modelles zusammen;
jede Bewegung in ihrer unbegrenzten Erstreck-
ung. — Man greife alle Bewegungsphasen /%4
heraus, fiir die /Z den vom Minimum stark ab-
weichenden Wert /4 besitzt. — Nun betrachte
man die Zustandsfolgen, die an die /4 sich
seitlich anschlieBen. Sie fiihren nach einem
Zeitintervall 7, da man beliebig grol wihlen
darf, aber mindestens so groBl, dall es
zahlreiche ZusammenstéBe im Modell
umfaBlt, zu sehr verschiedenen Endwerten von
H, die in ihrer Gesamtheit /» heilen mogen.
— Es sind drei Falle moglich:

I. Hs< Hy, . Hz— Ha, 1. Hs>Ha,

A. Das //-Theorem beanspruchte niemals,
zu behaupten, daf} der Fall IIl unméglich ist.

B. Woh!l aber behauptet das /-Theorem:
Ist Hs stark vom Minimalwert verschie-
den, so ist die relative Hiufigkeit?) der-
jenigen 74, die den Fall IT und III lie-
fern, verschwindend klein gegen die
relative Haufigkeit solcher P4, die zum
Fall I fiihren.

C. Die dem AH-Theorem zugrunde liegenden
Wahrscheinlichkeitsansitze bestreiten durchaus
nicht ein quasiperiodisches Verhalten des iso-
lierten Modelles; vielmehr fordern sie ge-
radezu?), daB} in geniigend langen Zeiten immer
wieder // zu betrichtlichen Werten ansteigt;
auch zu solchen, die hoher liegen als der An-
fangswert.

1) Boltzmann, Gastheorie I, § 88, 8q.

2) Da die P4 ein Kontinuum bilden, ist das MaB der
relativen Hiufigkeit nicht von Willkiir frei. Poch herrscht
in diesem Punkte volle Ubereinstimmung zwischen Boltz-
mann und Zermelo.

3) Diese Behauptung Boltzmanns gab zu zahlreichen

. MifBverstindnissen AnlaB. Wir miissen uns hier begniigen,

auf die Erorterungen zu verweisen, die im § 6 auf die Gl 6
folgen,
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Die Zermelosche Untersuchung decke also
nicht etwa einen Widerspruch zwischen den
Gleichungen der Mechanik und den zwischen-
greifenden  Wahrscheinlichkeitsansdtzen  des
Boltzmannschen Kalkiils auf. ') Vielmehr weise
sie hier eine geradezu iiberraschende Uberein-
stimmung nach.

§ 5. Folgt man Boltzmann in- dieser riick-
haltslosen Anerkennung der Quasiperiodizitit,
so wird man zunichst nicht umhin kénnen, mit
Herrn Zermelo zu fragen: Ist es denn mog-
lich, ohne inneren Widerspruch gleichzeitig die
Behauptungen B und C aufrecht zu erhalten? —
Man lasse also das Modell von einem Zustand
Py loslaufen, der in dem nichstfolgenden Zeit-
intervall 7 tatsdchlich zu einem kleineren /A
fihren mége. Man verfolge die Bewegung un-
begrenzt weiter; es wird die Kurve der Grof3e
H immer wieder nach geniigend langer Zeit
zu dem Wert 4 und auch zu hoheren an-
steigen. — Man lege in der Hohe /4 eine hori-
zontale Gerade. Sie trifft in der unbegrenzten
H-Kurve alle die Punkte, fiir die das Modell
im Lauf seiner Bewegung den ungewohnlich
hohen H-Wert H4 besitzt. Die Behauptung (B):
Wenn wir von jedem dieser herausgeschnittenen
Punkte um den Schritt 7 nach rechts gehen,
so treffen wir dort ,in der Regel“ auf einen
tiefer liegenden Punkt der Kurve. Ebenso,
wenn wir statt /4 irgendeinen anderen hohen
Wert /74 ins Auge gefallt hitten.

Herr Zermelo hat ausfiihrlich die geometri-
schen Uberlegungen dargelegt, die ihn zwingen,
eine solche Behauptung abzulehnen. Es sei
einfach unvorstellbar, wie eine solche
Kurve von allen ihren hoher gelegenen
Punkten ,in der Regel” abwirts fithren
solle.?) An dieser Stelle miissen wir uns be-
gniigen, auf jene Ausfihrungen zu verweisen.

Es ist also sehr wohl zu beachten, daf
nunmehr die Diskussion sich nur mehr mit
dieser rein geometrischen Schwierigkeit zu
beschiftigen hat und nicht mehr mit Mechanik.
In dieser Reduktion auf ein rein geo-
metrisches Bedenken liegt das besondere
Gewicht dieses Angriffes auf den Boltz-
mannschen Kalkiil Es ist also durchaus
erforderlich, klarzustellen, in welchem Sinn man
die Behauptung iiber den Verlauf der /7-Kurve
gegen Herrn Zermelos geometrisches Bedenken
aufrecht erhalten will.

§ 6. Dies gelingt nun in einfacher und

1) Unsere Erdrterung beschiftigt sich demgemiB nicht
mit der enorm schwierigen Frage: Sind die rein mechanischen
Grundannahmen und die verschiedenen Hiufigkeitshypothesen
(Wahrsch.-Ansiitze) des Boltzmannschen Kalkiils wider-
spruchsfrei? — Vielmehr beschrinken sie sich auf die
sehr wohl zu entscheidende Frage: Reichen jene beiden Ein-
winde hip, um einen solchen Widerspruch nachzuweisen?

2) Siehe besonders Zermelo, Wied. Ann. 59, 797,
unten ,,Wie ich mir das aber vorstellen soll #

natiirlicher Weise, wenn man — wieder in An-

lehnung an Boltzmann!) — genau diese selbe

geometrische Schwierigkeit an einem sehr ele-

mentaren Beispiel der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung verfolgt. — Es seien N-Kugeln (z. B. 100)
fortlaufend numeriert iiber zwei Urnen verteilt

Die Urne A enthalte 7 (z. B. 9o), die Urne B
also Q, = (V— £B,)Kugeln. Doch sei nicht be-

kannt, welche individuellen Kugeln in jeder
Urne liegen. — Uberdies befinden sich in einem
Sack MN-Lotteriezettel mit den Nummern 1— M.

Nach je einer Zeiteinheit wird ein Zettel ge-
zogen und zuriickgelegt. — Jedesmal, wenn
eine Nummer gezogen wird, hiipft die Kugel
mit dieser Nummer aus der Urne, in der sie
gerade liegt, in die andere Urne und bleibt"
dort so lange liegen, bis gelegentlich wieder
ihre Nummer gezogen wird.

Es ist immer wahrscheinlicher, daf} die je-
weils aufgerufene Kugel in der volleren, als
daB sie in der leereren Urne angetroffen wird.
Solange also die Urne A4 noch viel voller ist
als die Urne B, wird sich bei den folgenden
Ziehungen in der Regel die Urne 4 in B ent-
leeren und nur ausnahmsweise eine Kugel aus
B erhalten.

Graphische Veranschaulichung: Auf der
Abszissenachse werden die konsekutiven Zieh-
ungszeiten #quidistant markiert. Uber der
z-ten Marke wird ein Punkt in der Hohe

A= | P:— Qz |
aufgetragen. (2 und Q. Urneninhalte nach
der zten Ziehung, 4. = Absolutwert ihrer Diffe-
rénz.) — Man erhilt so eine diskrete Punkt-
folge. Jeder Punkt dieser Folge liegt immer
um zwei Einheiten tiefer oder um zwei Ein-
heiten “hoher als der nichst vorhergehende.
Ein dritter Fall ist ausgeschlossen. Der
erste Punkt 4; = 80 liegt verhiltnisméBig hoch.
Besitzt 4, einen noch héheren Wert, so wird
man in der Regel 4., tiefer liegend finden.
Die Wahrscheinlichkeit des Abwirts- zum Auf-
wartsgehen verhdlt sich ja wie
N+ Az N_ Az
2N 2N (©)

Die 4-,Kurve" zeigt also zunichst eine ent-
schiedene Tendenz, abwirts zu laufen, nur hin
und wieder geht sie um einen oder mehrere
Schritte wieder aufwidrts. Erst wenn sie schon
sehr weit heruntergegangen ist (die Urneninhalte
sind nicht mehr stark verschieden), dann erst
kommen solche ,,verkehrte” Ziehungen hiufiger
vor: die Abwirtsbewegung wird schwicher. —
Die Wahrscheinlichkeit der Aufeinanderfolge
solcher Ziige, die wieder zu einem merklichen
oder groBen 4 fiihrt, ist klein. Aber selbst
fir eine solchs‘ Ziehungsfolge, die alle M-Kugeln

1) Siehe Boltzmann, ,Nature“, S. 413 u. 581, 1894
(also vor Herrn Zermelos erster Publikation).
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in einer Urne versammelt, ist die Wahrschein-
lichkeit von Null verschieden. Durch ge-
niigend lange Fortsetzung der Ziehungen
kann man also das Ausbleiben dieser
hohen und hochsten ,,Buckel” beliebig
unwahrscheinlich werden lassen. Die
Ziehungen mogen so lange fortgesetzt werden,
bis auch die maximale Hohe A viele Male vor-
gekommen ist. Diesed-, Kurve' wird dann iiber-
wiegend sehr nahe an Null verlaufen, sich nur
selten merklich und auBlerordentlich selten stark
erheben.

Eine horizontale Gerade in der Hohe 8o
sammelt alle Punkte der Kurve, die fiir die

nichstfolgende Ziehung die Urneninhalte go,10 |

bereitstellen. Man wird also wetten (9 zu 1),
daBB der auf irgendeinen solchen Punkt fol-
gende Schritt von 80 auf 78 herunterfiihrt.
Und man wiirde dieses fiir jede ‘betrichtliche
Hohe der horizontalen Geraden behaupten.

Anderseits drangt sich unwillkiirlich folgen-
des Bild auf: Wenn eine solche Gerade die
,Kurve" 10,000mal in einem Punkt trifft, der
auf dem rechten (abwirts gehenden) Abhang
eines Buckels liegt, so muB sie die Kurve eben-
so oft in einem Punkt treffen, der auf dem
linken (aufsteigenden) Abhang eines Buckels ist.
Denn, um a us einem Buckel rechts herausfahren
zu konnen, mul} sie immer erst links in den
Buckel hineingefahren sein. MiiBte man sich
also nicht hiiten, zu behaupten, dafl die
nichste Ziehung ,in der Regel* abwirts
fihrtel?)

Offenbar verschwindet der scheinbare Wider-
spruch zwischen unmittelbarer Wahrscheinlich-
keitsiiberlegung und dieser geometrischen Uber-
legung, sobald man die auBerordentliche
Haufigkeit der Maxima (und zwar Spitzen-
maximal) in jeder héheren Hohe in Be-
tracht zieht.

In der Hohe AV gibt es offenbar nur Maxima;
nimlich die Spitzen: (N —2) — (V) — (N — 2).
In der Hohe 4=—o0 gibt es nur Minima; nim-
lich die Spitzen: 2—0—2. In jeder anderen
Hohe gibt es vier Vorkommnisse:

1) Vergl. damit: ,Es versuchte dann Boltzmann das
f{-Theorem zu retten, indem er seiner A-Kurve nicht mehr
einen wesentlich absteigenden, sondern einen im allgemeinen

gleichférmigen Verlauf parallel zur Z-Achse zuschrieb, wobei .

die hin und wieder auftretenden ,Buckel” um so seltener sein
sollen, je groBer sie sind. Mag hiermit auch dem Minimal-
wert von /7 entsprechend die iiberwiegende Wahrscheinlich-
keit der Maxwellschen Verteilung plausibel gemacht wer-
den, so kann ich doch in einem solchen nahezu symmetrischen
Verlauf der Kurve eine wirkliche Analogie zur Irreversibilitit
der Naturvorgiinge keineswegs erblicken und welchen An-
spru;h auf Allgemeingiiltigkeit dann die Ungleich-

uugz—éo noch haben soll, ist mir unverstindlich

geblieben (Zermelo in einem kiirzlich erschienenen
Referat iiber Gibbs, Mathem. Verein. Jahresber. 16, 2471,
1906.)

a) (4 — 2)—A4—(4—2); f) (4 — 2)—(4)—(4+ 2);
7) (4 + 2)—A4—(4—2); ) (4 +2)—(4)—(4+ 2).

Ihre relativen Hiufigkeiten berechnen sich

leicht zu: 5
AFis,
aﬂ}‘ ——-—Iv:—AIIN_*_A (7)
Das hei8t: Die durchlaufenden Anstiege (8)
und durchlaufenden Abstiege (y) sind gleich
selten. Fiir 4 nahe gleich /V iiberragt weitaus
die Haufigkeit der Maximaspitzen und ver-
schwindet die Haufigkeit der Minimaspitzen.
(Die 4-Kurve geht ,,glatt’ abwirtsl)

Um sich noch deutlicher zu machen, wie
man sich ein solches Verhalten der 4-,Kurve"
vorstellen soll, berechnet man leicht:

Die Haufigkeit des Vorkommens von 4 zu
der von 4+ 2 verhilt sich wie

ZA):Z(Ad+2)=N+d+2): N— 4. (8)
Ist wieder 4 nahe gleich &, so dringt
die Kurve vielmal seltener nach 44 2
vor als bis nach 4, in bestem Einklang mit
der Behauptung, dal3 sie in jeder hoheren Héhe
in der Regel ein Spitzenmaximum aufweist.
(N ==100; 4=096; Z (96): Z(98) = 198: 4.)
Im Hinblick auf den Umkehreinwand ist noch
die folgende Aussage hervorzuheben: Im Hin-
blick auf den Umkehreinwand ist noch die fol-
gende Aussage hervorzuheben: In der unbegrenzt
fortgesetzten A4-Kurve ist der Schritt

N+4.

H—(d—2)
a) genau so selten wie der Schritt
(4—2)—(4)
b) vielmal hiufiger als der Schritt
(4)—(4+2)
[aus (16) und (18) zu berechnen.] — So wird

a) dem Umkehreinwand Geniige tun und b) trotz-
dem die Tendenz zur Abnahme von /7 aufrecht-
erhalten.

Zusammenfassend konnen wir sagen:

I. Die 4-,,Kurve geht von jedem ihrer
hoher gelegenen Punkte in der Regel ab-
warts.

II. Diese Aussage gilt — und das klingt
zunichst besonders paradox — ebensowohl,
wenn man die fertige ,,Kurve von links
nach rechts, als wenn man sie von rechts
nach links durchliuft.

Ganz analog, nur etwas weitldufiger, wiirden
die Uberlegungen verlaufen fiir eine 4-Kurve,
die immer den Gesamterfolg von z-konsekutiven
Ziehungen, statt einer einzigen Ziehung darstellt.

Die hier vorgebrachten Aussagen werden
weitaus weniger iibersichtlich, wenn man un-
notigerweise und zugleich willkiirlich die dis-
krete Punktfolge durch einen zusammenhingen-
den stetigen Kurvenzug interpoliert. Wihrend
nimlich hier kein Zweifel dariiber sein kann,
daB sich unsere Aussagen iiber Wachstum auf
Differenzenquotienten beziehen, erfordert diese
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Bemerkung erst weitliufige Erorterungen, wenn
man die Frage an Hand der stetigen, differen-
zierbaren Interpolationskurve durchspricht.

§ 7. Es eriibrigt nur noch, zu zeigen, dal}
jeder kinetische Deutungsversuch des Entropie-
satzes die A-Kurve als diskrete Punktfolge vom
Typus der 4-,Kurve' behandelt. — Die Defi-
nition der GroBe / stiitzt sich auf den Begriff
der Geschwindigkeitsverteilung der Molekiile;
also auf die Zahl der Molekiile in jedem Ele-
ment des Geschwindigkeitsraumes. Dieses Ein-
greifen ganzer Zahlen bewirkt, dal} der
exakte Verlauf von / treppenformig ist:
H springt,  so oft sich durch Wanderung oder
Zusammenstof3 irgendeine dieser ganzen Zahlen
um mindestens eine Einheit andert. Dazwischen
verlauft /A horizontal.

Aus dieser Treppenkurve greift der Kalkiil
aber ganz wesentlich nur eine diskrete Punkt-
folge heraus: das , Zeitdifferential @7 der
kinetischen Theoreme umfaf3t immer eine
sehr groBe Zahl von Zusammenstéfen
im Gas. Auf die Differenzenquotienten’)

1) Dies hat Boltzmann vielleicht nicht immer geniigend
hervorgehoben. In der Regel operiert er mit einer Termino-
logie, die einer stetigen, differenzierbaren Interpola-
tionskurve entspricht. Man kann sich an solchen Stellen zu-
nichst kaum der durchaus miBverstindlichen Auf-
fassung erwehren, als ob sich die obigen Aussagen auf die
exakten Differentialquotienten einer solchen stetigen diffe-
renzierbaren Interpolationskurve beziehen sollen. In dieser
Auffassung wiren allerdings die Aussagen B. u. C. (§ 4) offen-
bar in sich widerspruchsvoll. — Diese Terminologie verfiihrt
dann auch, ,Maximum von Z* mit , Horizontalverlauf von /7
zu identifizieren (siehe Zitat in Anmerk. 1 zu §3, S. 312), statt
ohne weiteres Spitzenmaxima zu beriicksichtigen. — Ebenso
gibt diese Terminologie AnlaB, allgemein die Annahme der
Gleichheit des vorderen und hinteren Differentialquotienten
zu benutzen und daraus zu beweisen, daBl die statistischen
F liefern
kénnen. (Zermelo, diese Zeitschrift 1, 319, ,Satz IIY,
1900), wihrend man natiirlich niemals Gleichheit der vorderen

Grundannahmen nur die Aussage
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dieser diskreten Punktfolge bezieht sich der
Kalkiil des /-Theorems und ebenso die an-
schlieBenden Behauptungen Boltzmanns iiber
die Tendenz der /-, Kurven” von jedem hdéher
gelegenen Punkt in der Regel abwirts zu gehen.

Dann aber diirfte ein bloBer Hinweis auf die
Erorterungen iiber die 4-, Kurve' geniigen, um
festzustellen:

Weder der Wiederkehreinwand, noch
auch der Umkehreinwand sind hinrei-
chend oder iiberhaupt irgendwie ge-
eignet, die Boltzmannsche Behauptung
zu widerlegen, dall der zeitliche Diffe-
renzenquotient von / fiir hohe Werte
von /7 mit enormer Wahrscheinlichkeit
negativ ist. )
und hinteren Differenzenquotienten behaupten wird! — An
einigen Stellen betont Boltzmann ausdriicklich, daB er seine
Aussagen nicht auf die Differential-, sondern auf die
Differenzenquotienten bezieht, (Siehe z. B. Math. Ann. 50,
327, 1898.) Im iibrigen ist es ja die einzige Auf-
fassung, die im Hinblick auf den physikalischen
Zweck der Untersuchung sinngemiB ist.

1) Es war unsere Absicht, diese eine Aussage von allen
anderen damit zusammenhingenden Erorterungen zu isolieren.
Deshalb lassen wir hier die Frage durchaus unberithrt, in-
wieweit der Nachweis des A-Theorems etwa als liickenlos
angesehen werden kann; welchen Sinn man im speziellen
der Hypothese einer dauernden ,molekularen Unordnung‘
geben soll.  \Velches begriffliche Verhiiltnis zwischen dem
rechnerischen Ergebnis des A-Theoremkalkiils und den Aus-
sagen iiber die A - ,Kurve' besteht u. a. — Auf diese Fragen
werden wir in Kiirze an anderer Stelle in zusammenhingender
Besprechung der beziigl. Literatur zuriickkommen., — Unsere
Diskussion hat absichtlich die vielfach behandelte Frage ver-
mieden: Welche Folgerungen kniipfen sich daran, daB Boltz-
mann und Zermelo iibereinstimmen, es schliefle das quasi-
periodische Verhalten des Gasmodelles eine Abbildung des
dogmatischen Entropiesatzes (ausnahmsloses Wachstum in
der Entropie) am isolierten Gasmodell aus. — Unzweifelhaft
bedeutet das Verfahren, durch das Herr Zermelo diese Tat-
sache nachwies, einen aullerordentlichen Fortschritt in der
kinetischen Behandlung der Thermodynamik,

(Eingegangen 10. Mirz 1907.)



