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Ohne fiirs erste den im Titel angedeuteten Zusammenhang zu erortern'), wenden wir
uns unmittelbar der speziellen Frage zu. Es seien N (z. B. 100)n§ugeln gegeben. Dieselben
sind zur individuellen Unterscheidung fortlaufend numeriert 1 — N. Sie sind augenblicklich
so iiber zwei Urnen verteilt, daB die Urne A enthalte P, (z. B. 90), die Urne hingegen

@, = N— P, (also 10) Kugeln. Doch sei nicht bekannt, welche individuellen Kugeln in 4

und welche in B liegen. In einem Sack befinden sich ferner N Lotteriezettel mit den
Nummern 1 bis N. Nach je 10 Sekunden wird ein Zettel gezogen, die Nummer ausgerufen,
zuriickgelegt, gut gemischt. Dann wird aufs-neue gezogen, ausgerufen usw. Jedesmal, wenn
eine Nummer ausgerufen wird, hiipft die Kugel, die diese Nummer trigt, aus derjenigen Urne,
in der sie sich gerade befindet, in die andere Urne hiniiber und bleibt dort so lange liegen,
bis spiter einmal wieder ihre Nummer gezogen wird. Man sieht: es ist immer wahrscheinlicher,
daB die eben aufgerufene Kugel gerade in der volleren, als daB sie in der leereren Urne
angetroffen wird. Solange also die Urne A noch viel voller als die Urne B ist, wird sich bei
den meisten der folgenden Ziehungen die Urne 4 in die Urne B entleeren und nur selten
wird sie aus der Urne B eine Kugel erhalten.

~ Zur Veranschaulichung: Auf einem Millimeterpapier bedeute das horizontale Fort-
schreiten um je einen Millimeter den Uebergang von der rten zur » + lten Ziehung. Ueber
dem r — ten Millimeterpunkt tragen wir als Ordinate auf

y,=| L, — @, Yo=|EFo— Q|
P_und @, Urneninhalte nach der rten Ziehung. |Pr— @, | Absolutwert?) ihrer Differenz.

Man erhilt so eine Folge von Punkten, die man vielleicht bequem durch einen Polygonalzug
verbunden denkt. Der erste Punkt liegt verhiltnisméaBig sehr hoch y, =80. Jeder Punkt

dieser Folge liegt immer um zwei Einheiten tiefer oder um zwei Einheiten hoher als der
nachstvorausgehende. Ein dritter Fall ist ausgeschlossen. Besitzt y. noch einen sehr

hohen Wert, so wird man in der Regel y, , , tiefer liegend finden®). Die ,Kurve“ zeigt also

zundchst eine entschiedene Tendenz, abwirts zu laufen, nur hin und wieder geht sie auch
um ein oder gar mehrere Schritte wieder aufwérts. Erst wenn sie schon sehr weit herunter-
gegangen ist (die Urneninhalte sind nicht mehr stark verschieden), dann erst kommen solche
sverkehrte* Ziehungen hidufiger vor: die Abwirtsbewegung wird schwicher. SchlieBlich
verlduft sie nahe der Nullaxe, indem bald die eine, bald die andere Urne ein wenig voller
wird. — Wird sie nun in aller Zukunft nahe der Nulllinie verlaufen? — Nein. Wir denken
uns die Ziehungen enorm lange fortgesetzt. Die Aufeinanderfolge einer Reihe solcher Ziige,
die wieder zu einer merklichen oder gar groBen Verschiedenheit von P und @ fiihrt, mag

1) Siehe zwei Briefe Boltzmanns im Bd. 51 der engl. Zeitschrift ,Nature“ (1894/95) pag. 413
und 581. Ferner ebendort pag. 81, 78, 152, 175, 221, 293, 319. — Boltzmann Math. Annalen Bd. 50. —
Boltzmann Gastheorie Bd. II, § 88 bis 91.

2) Der Absolutwert ist nur deshalb gew#hlt, um weiterhin nicht immer zwischen positiven
und negativen Ordinaten unterscheiden zu miissen.

P,
3) Die Wahrscheinlichkeit fiir Zunahme ist: gvg—, fiir Abnahme: ——JT(;-, falls P, > Q,.



sehr klein sein. Aber selbst dafiir, daB die Ziehungen gelegentlich einmal alle 100 Kugeln
in B versammeln, selbst dafiir ist die Wahrscheinlichkeit nur sehr klein, aber auch nicht Null.
(Ihren Wert kann man leicht berechnen.) Wenn man also die Ziehungen geniigend lange
fortsetzt, so wiirde es schlieBlich geradezu enorm unwahrscheinlich, wenn diese hohen und
allerhochsten ,Buckel* in der geniigend lang fortgesetzten Kurve ausbleiben wollten. Das
aber geniigt. Die Ziehungskurve werde nun etwa solange fortgefiihrt, bis auch noch die aller-
seltensten Buckel ein paar tausendmal vorkommen. Die Ziehungskurve wird dann iiberwiegend
sehr nahe an Null verlaufen, sich nur selten merklich und aulerordentlich selten stark erheben.

Jedesmal, wenn im Verlauf der Ziehungen wieder in der einen Urne 80 Kugeln mehr
liegen als in der anderen, sind wir natiirlich bereit zu wetten, da die Differenz bei der néchst-
folgenden Ziehung auf 78 abnimmt. Denn es ist neunmal wahrscheinlicher, daB die nichst
aufgerufene Kugel eine der 90 Kugeln des volleren Topfes, als eine der 10 Kugeln des
leereren Topfes sei. Wie driickt sich dieser Umstand in dem gestaltlichen Verlauf der Ziehungs-
kurve aus. Geht sie von den Punkten, die in der Hohe y =80 liegen, neunmal 6fter
abwirts als aufwirts? KEs dringt sich da folgendes Bild auf: Legen wir in der Hohe
y = 80 eine horizontale Gerade, so schneidet diese Gerade aus unserer Kurve gerade alle die
betrachteten Punktc heraus. Wenn diese Gerade die Kurve 10000 + 1mal in einem Punkte
trifft, der auf einem rechten (abwirtsgehenden) Abhang eines Buckels liegt, so muB sie die
Kurve mindestens 10 000mal in einem Punkt treffen, der auf dem linken, aufsteigenden
Abhang eines Buckels liegt. Denn um aus einem Buckel rechts herausfahren zu konnen,
muB sie immer erst links in den Buckel hineingefahren sein!). Kime man nun auf diesem
Weg nicht dazu, zu sagen: Von einem Schnittpunkt mit der geraden Linie geht die Kurve
im nichstfolgenden Schnitt ebenso oft aufwérts als abwiarts. Miite man sich also nicht hiiten
zu wetten, daB die Differenz von 80 auf 78 abnehmen werde? ;

Natiirlich ist die Wette vollkommen berechtigt und der Fehler in der geometrischen
Ueberlegung sehr leicht zu finden. — Die ausfiihrliche Klarstellung dieses Fehlers besitzt ein
gewisses Interesse, weil sie zur Aufklidrung iiber einen sehr interessanten, aber unberechtigten
Einwand verhilft, der wiederholt gegen das Boltzmannsche H-Theorem (kinetische Deutung
der Entropievermchrung) erhoben wurde. Boltzmann hat dann zur Abwehr dieses speziellen
Einwandes ein Beispiel' konstruiert, mit dem das angefiihrte in allen wesentlichen Ziigen
iibereinstimmt. :

Man sieht leicht: Der scheinbare Widerspruch verschwindet, wofern in der Hohe
y = 80 geniigend viele Maxima der Kurve liegen. Dann liduft sie trotz der fritheren Bemerk
aus der Hohe 80 im niichsten Schritt wirklich hdufiger abwirts als aufwirts. Prozentual noch
mehr Maxima miissen in noch héheren Héhen liegen. (Bei y = 100 liegen iiberhaupt nur
Maxima.) Sucht man sich vorzustellen, wie die Kurve laufen muB, so stoBt man zunichst auf
neue Schwierigkeiten. Sie losen sich, wenn man alle hier in Betracht kommenden Zahlen
berechnet. Beziiglich dieser Rechnungen seien noch einige Andeutungen gestattet:

Man denke sich die Kurve enorm lange fortgefiihrt. Z(y) sei die Zahl der Kurven-
punkte, die in der Hohe y liegen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von einem bestimmtem
dieser Punkte die Kurve im nédchsten Schritt abfallt, ist?):

N+y
= A
@ SN (4)
daB sie ansteigt: N—y
Sy)=—"2%.
®) SN (B)
Die Zahl der Sehnen vom Typus (y —> y — 2) ist also:
N
20 =20 L. ©
Analog findet sich fiir die Zahl der Sehnen vom Typus (yA-T— 2> y)gdie Zahl:
Zy—2)-S(y—2=2Z(y _2)._:£L—_). (D)

2N

Aus geometrischen Griinden muB die Kurve ebenso oft den Schritt ¥ —> ¥ — 2, wie den
Schritt ¥ — 2 —> ¥ machen. Man erhilt so die Rekursionsformel:

!) DaB es sich hier um keine ,Kurve“ sondern nur um eine Reihe von einander getrennter
Punkte handelt, dndert daran nichts: Wenn der Punkt von der Hiohe H auf die Hohe H -+ 4 gelangen
will, so muB er doch dazwischen einmal die Hohe H - 2 tatsichlich annehmen. Er kann diese Héhe
ebensowenig iiberspringen, als es eine kontinuierliche Kurve kionnte. — Ein iiberzihliger rechter
Abhang kommt in die Abzihlung hinein, weil nach Voraussetzung die Kurve mit einem rechten
Abhang anfingt.

?) Die Summe der Urneninhalte ist IV, die Differenz . In der volleren Urne liegen also
(N+):2, in der leereren (N —y):2 Kugeln. — Die Gleichungen 4, B gelten fiir jedes v, auBer fiir
y= 0. Es ist 8(o) =1, f(o)=0.



Sy—2 N—y—2
7 @) . N+y

Man sieht also, wie viel mal seltener die Kurve bis ¥ vordringt, als bis ¥ — 2. (N = 100,
y — 80 liefert: Z(80):Z(78) =22:180; y = 98 liefert: Z (98):Z (96) = 4:198.)

Die Umgebung jedes Punktes von der Hohe ¥ besitzt eine der folgenden Formen:
@) Y—2)—y—U—2; H yU—-2—y—@+2; » @+2—y—H—-2);
) (y+2)—y— (y+ 2). Man berechnet leicht, daB die Hiufigkeiten dieser vier Formen
sich verhalten?) wie:
: a:f:y: 0 =[(f) - F@):[(F@® - SWI:[(S@ - F]:[(SH)-S @]
oder, wenn man alle Glieder durch f(¥) - S (y) dividiert und fiir / und S die Werte aus 4, B
einsetzt:

Zy=2y—2) (E)

i o el B Y R ot Y (F)
: N—y N+y :
Fiir ¥ nahe N ist somit « sehr grof, ¢ sehr klein. Der letztere Umstand besagt: Die Abhidnge
der Kurve gehen in ihren hoheren Teilen ziemlich .glatt* abwérts. — Aus den Gleichungen E
und F lassen sich nun ohne weiteres alle Aussagen iiber den durchschnittlichen Verlauf der
Kurve ablesen. — Zusammenfassend konnen wir sagen:

I. Die besprochene ,Kurve“ geht von jedem ihrer hoher gelegenen Punkte
in der Regel abwirts und nur selten noch weiter aufwarts.

II. Diese Aussage gilt — und das klingt zundchst besonders paradox — eben-
sowohl, wenn man die ,Kurve® von links nach rechts, als wenn man sie von
rechts nach links durchlauft?).

Géottingen, Oktober 1906.

) Die Anzahl, in der die Form e) vorkommt, ist offenbar: a =Z @y —2)-8(y —2)-f(¥), denn
sie fingt mit dem Punkt ¥ —2 an und wenn man zu y hinaufgekommen ist, so ist f(¥) die Wahr-
scheinlichkeit, daB der nichste Schritt abwirts fiithrt. Wegen (E) ist dann weiter: a =Z (v) £ () - f (¥).
Analog wird #=Z(y) f(v)-S(y) usw. ‘

?) Bei dieser Aenderung des Durchlaufungsinnes geht jeder Schritt abwirts in einen Schritt
aufwirts iiber. Somit wiirde man bei oberflichlicher Betrachtung schlieB8en, daB die Kurve in beiden
Fillen ,entgegengesetztes“ Verhalten zeigen miiBte. Eine analoge Ueberlegung bildet nun gerade den
Ausgangspunkt fiir einen der beiden Trugschliisse, durch die man a priori die Unméglichkeit einer
kinetischen Deutung der Entropievermehrung zu beweisen versucht hat. (Vergleiche auBler der im
ersten Artikel angegebenen Literatur noch: Mathematische Enzyklopidie V. 8. Boltzmann, ,Kinetische
Theorie der Materie“. § 14.)



